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OBJETIVO

Proporcionar al estudiante las competencias basicas para facilitar el aprendizaje de las
matematicas del nivel superior a través del desarrollo y aplicaciéon de los principios y
teoremas fundamentales.

CARACTERIZACION DEL CURSO

La propedéutica es el conjunto de saberes necesarios para preparar el estudio de una
materia, ciencia o disciplina. Es la etapa previa a la metodologia (conocimiento de los
procedimientos y técnicas necesarios para investigar en un area cientifica). En la mayor
parte de las instituciones educativas, los estudios de nivel superior y de posgrado
(maestria y doctorado) incluyen un curso propedéutico.

Este curso propedéutico Involucra también los conceptos de preparacion y
adiestramiento, por tanto, podemos afirmar que la propedéutica es el estudio previo de
los fundamentos o prolegémenos de lo que luego se ensefara con mayor extension y
profundidad, a manera de introduccion en una disciplina. Aporta los conocimientos
tedricos y practicos necesarios, imprescindibles y basicos de una materia, que necesita
el alumno para llegar a entenderla durante su estudio profundo y ejercerla después.

El Tecnologico Nacional de México Campus Cerro Azul, a través del departamento
académico de Ciencias Basicas ha realizado una revision y actualizacion de los
contenidos del curso Propedéutico que se han venido impartiendo, reestructurando el
programa general del curso e implementando una serie de ejercicios propuestos al final
de cada unidad, con la finalidad de que el estudiante de nuevo ingreso reafirme los
conocimientos adquiridos en el aula durante el desarrollo del curso.
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1.- LEYES FUNDAMENTALES DE LA ARITMETICA

La aritmética es la rama de la matematica cuyo objeto de estudio son los numeros y las
operaciones elementales: adicion, resta, multiplicacion y division.

Podemos referirnos a la aritmética elemental, enfocada a la ensefianza de la matematica
basica; también al conjunto que reune el calculo aritmético y las operaciones
matematicas, especificamente, las cuatro operaciones basicas aplicadas ya sea a
numeros (naturales, fracciones, etc.) como a entidades matematicas mas abstractas
(matrices, operadores, etc.); también a la asi llamada alta aritmética, mejor conocida
como teoria de numeros.

1.1.- LEYES DE LOS SIGNOS

1.1.1. Sumay restade numeros con un mismo y con diferente signo.

a) Cuando dos numeros positivos se suman el resultado es positivo.

b) Cuando dos numeros negativos se suman el resultado es negativo.

¢) Cuando se suma un numero positivo y un numero negativo se toma el signo del numero
de mayor valor absoluto.

Ejemplo: 3+4=7 -3+ (-5)=-8 —6+20=14
54+7=12 —9 + (—3) = —12 5+ (—20) = —15

1.1.2 Multiplicacion y divisién

a) Cuando se multiplican o dividen dos humeros con el mismo signo, el resultado es
positivo.

b) Cuando se multiplican o dividen dos numeros con diferente signo, el resultado es
negativo.

Ejemplos: 6*5=30 5(-7) = -35
12+-6=2 —3x5=-15
(-3)(-5) =15 20+ (—10) = -2
(=25)+(-5)=5 -36+(6) =—6


https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero
https://es.wikipedia.org/wiki/Suma
https://es.wikipedia.org/wiki/Resta
https://es.wikipedia.org/wiki/Multiplicaci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Divisi%C3%B3n_(matem%C3%A1tica)
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_elemental
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_elemental
https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_n%C3%BAmeros
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1.1.3 Operaciones con paréntesis

Las leyes de los signos se aplican en todas las operaciones de los nhumeros con signo.
Observa como se presentan los numeros con sus signos y en medio el signo de la
operacion.

(+3)+(-3) =7

Para resolver esta operacion, es necesario eliminar los paréntesis de los numeros con
signo. Se deben aplicar las reglas de los signos, como se muestra a continuacion:
(+3) +(-3)=+3-3=0

Los signos se tratan como si se estuvieran multiplicando.
(+3)-(-3)=+3+3=+6=6

Los signos iguales dan un producto positivo.
(-2)- (4)= -2 +4 =+2 =2

Se ejecuta la operacién, poniendo el signo del numero mayor.

Para que el procedimiento sea mas claro, se pueden definir los pasos necesarios para
resolver una operacion con signos.
(4)-(-8)=7

Esta operacion se lee "menos cuatro, menos, menos ocho".

Primero

Elimine los paréntesis aplicando las reglas de los signos.

Como el (-4) no tiene un signo antes del paréntesis se considera como (+); por lo tanto,
de acuerdo con las leyes de los signos tenemos que + (-4) = -4.

Recuerde que signos iguales dan (+) y signos contrarios dan (-)

Segundo
Ejecute la operacion sin paréntesis; en este caso, restar, poniendo el signo del numero
mayor.

(-4)-(-8)=-4+8=+4=4
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Ejemplos:
Operaciones con el signo del numero mayor.

a) (-3)-(-6)=-3+6=+3=3
b) (+3)-(-6) =+3+6=+9=9

c) (-4)-(-2) = -4 +2 = -2
d) (+7) - (+4) = +7 -4 =+3 =3
e) (-6) + (+8) = -6 +8 = +2 = 2
) (-6)-(-8)=-6+8=+2=2

Observe que para multiplicar no se usa el signo "x", con ello se evita confundirse con una
"equis". Asi, para indicar un producto, se usara un punto, un asterisco o un paréntesis
entre las cantidades.

Las leyes de los signos para la multiplicacién se explican en la siguiente tabla:

Signos a multiplicar (+) ()
(+) (+) ()
() (-) (+)

Al multiplicar numeros con signo diferente se obtienen nimeros con signo negativo.
Ejemplo: (2)(—4) =-8

Al multiplicar un numero negativo por otro numero negativo, se tendra como resultado un
numero positivo.

Ejemplo: (-1)(-2) =2

Al multiplicar numeros con el mismo signo se obtendran productos con signo positivo.

+
N
—~
=+
SN— N
in
—~~ ~
-+
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Ejemplos:

Producto de signos contrarios da un
signo negativo.

Producto de signos iguales da un
signo positivo.

(+3)(=2) = (-6)
(=3)(+2) = (-6)
+HED = (4
(-12)(+2) = (—24)
(=6)(+3) = (-18)
(12)(0) = (0)

+3)+2)=(H+6)=6
(=3)(-2)=(+6) =6
(+4)(+1) = (+4) = 4
(—12)(—2) = (+24) = 24
(—6)(—3) = (+18) = 18
(—12)(0) =0

Las reglas que se obtuvieron para la multiplicacion funcionan perfectamente en el caso

de la division de los numeros con signo, como se observa a continuacion:

La division de signos iguales da un | La divisidn de signos diferentes da un
signo positivo. signo negativo.
e R
(+) (=)
=) (=)
= =
(=) (+) -
Ejemplos Ejemplos
(+2) (+2)
_ T =(H2)=2 -
(+1) o2 = D=2
-2 (-2)
@ 7 Gp=(?="2

1.1.4.-Operaciones con fracciones

En matematicas, una fraccion es la expresion de una cantidad dividida entre otra.

Curso Propedéutico 2023
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http://es.wikipedia.org/wiki/Matemáticas
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1.2 MIiNIMO COMUN MULTIPLO (M.C.M.)

El minimo comun multiplo de dos 0 mas numeros naturales es el menor numero natural
gue es multiplo de todos ellos. Sélo se aplica con numeros naturales, es decir, no se usan
decimales ni numeros negativos.

1.2.1 Célculo del m.c.m.

Partiendo de dos o mas numeros y por descomposicion en factores primos, expresados
como producto de factores primos, su m.c.m. sera el resultado de multiplicar los factores
comunes y no comunes elevados a la mayor potencia, por ejemplo el m.c.m. de 72y 50
sera:

72 | 2 50 |2
36 |2 25 |5
18 | 2 5 |9

9 |3 1

3 |3

1

72 = 23 x 32 50 = 21 % 52

Tomando los factores comunes y no comunes con su mayor exponente, tenemos que:
Conociendo el maximo comun divisor de dos numeros, se puede calcular el m.c.m. de
ellos, que sera el producto de ambos dividido entre su maximo comun divisor.

Ademas, podemos utilizar otro método en caso de que hubiéramos calculado el maximo
comun divisor, en el cual se toman los factores comunes y no comunes con el mayor
exponente y se multiplican: 2¢2¢3<5 = 60. EIm.c.m. de 4, 5y 6 es 60.

1.2.2 Propiedades béasicas
a) Si el producto de dos numeros lo dividimos por su maximo comun divisor
m.c.d. el cociente es el minimo comun multiplo. m.c.m.

Ay B que descompuestos en nhumeros primos sera
A= (p1+p2)+xp3+p4 Yy B=(plxp2)xp5+p6

Donde si m.c.d. es (p1+p2) y el producto de
Ax B = (pl1+p2) *p3 *p4 = (pl xp2) * p5 = p6

10


http://es.wikipedia.org/wiki/Número_natural
http://es.wikipedia.org/wiki/Múltiplo
http://es.wikipedia.org/wiki/Número_natural
http://es.wikipedia.org/wiki/Número_decimal
http://es.wikipedia.org/wiki/Números_negativos
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Donde vemos que (p1+p2) esta repetido dos veces, luego si dividimos ese total
por (p1+p2) tendremos el total menor que contiene a Ay B siendo su m.c.m.

b) ElI m.c.m. de dos numeros, donde el menor divide al mayor, sera el mayor. Es
l6gico ya que un multiplo de ambos inferiores al mayor seria imposible ya que
noseria multiplo del mayor.

c) Elm.c.m. de dos numeros primos es el total de su multiplicacion. Esto es légico
ya que su maximo comun divisor es 1.

d) Elm.c.m. de dos numeros compuestos sera igual al cociente entre su producto
y el M.C.D. de ellos. Es evidente segun la propiedad 1.

e) El maximo comun divisor de varios numeros esta incluido en el m.c.m.

1.3 MAXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D.)

El maximo comun divisor de dos o mas numeros es el numero, mas grande posible, que
permite dividir a esos numeros.

Para calcularlo. De los numeros que vayas a obtener el M.C.D., se colocan uno debajo
del otro, se obtienen todos los divisores de los dos numeros y el maximo que se repita es
el maximo comun divisor (M.C.D.)

Ejemplo: Obtener el M.C.D. de 20 y 10:

20: 1,2,4,5,10y20
10 1,2,5y 10

Esto sirve para numeros pequefios. Pero para numeros grandes hay otra manera: la
descomposicién de factores.

Formarépida de calcular el M&ximo comun Divisor (M.C.D.).
Ejemplo: Obtener el M. C. D. de 40 y 60:

1° Tienes que saber las reglas de divisibilidad: Hacer la descomposicién de factores
poniendo numeros primos. Por ejemplo, para 40, en la tabla de abajo, se va

descomponiendoen 2,2, 2y 5.

11
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40 |2 60 |2
30 | 2
20 |2
15 |3
10 | 2
5 |x 5 |5
] 1

2° De los resultados, se eligen los numeros repetidos de menor exponente y se
multiplican y ese es el M.C.D.

M.C.D. = 2x2x5= 20
M.C.D. 40 = 2x2x2x5 M.C.D. 60 = 2x2x3x5

1.4.- SUMA DE FRACCIONES

El m.c.m. se puede emplear para sumar fracciones de distinto denominador, tomando el
m.c.m. de los denominadores de las fracciones, y convirtiéndolas en fracciones
equivalentes que puedan ser sumadas. Véase el siguiente ejemplo:

1 4
—-+_
6 33

Para poder efectuar la suma, primero se debe buscar el m.c.m. de los denominadores (6
y 33).

6| 2 33| 3
3|3 11| 11
1 1
6=2*3 33 =3*11
Luegoelm.c.m 6y 33 es: mcm.=2x%3x%11 =66 que corresponde al

numero 66; ambas fracciones tendran como denominador 66, ahora solo hay que hallar
a cada fraccion su fraccion equivalente, con denominador 66 y sera posible la suma:

1 4 111 4 2 11 8 19
= _x__+ = _+__ =

*x _ =
6 33 6 11 33 2 66 66 66

12
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1.5.- RESTA DE FRACCIONES

Para restar fracciones, hay dos casos:

a) Tienen el mismo denominador. Se restan los numeradores y se deja
el denominador comun.
Ejemplo 1:

b) Tienen denominador diferente. Entonces, hay que amplificar las fracciones
para que tengan el mismo denominador y luego sumar.

Férmula tipica para la resta:

a ¢ ad bc ad-bc

b d bd bd _ bd

Observacion: En realidad, no hace falta amplificar las fracciones de modo que el
denominador resultante sea el producto de los denominadores de las fracciones
iniciales. Basta con tomar el m.c.m. de los denominadores:

Férmula para la resta

¢ gqsmembd) . mem(b.d)
_—_ = b d
b d mcm(b, d)

Ejemplo 2:
7 5 7x3—-5%x2 21—-10 11

8 12 24 24 24

13
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1.6 PRODUCTO DE FRACCIONES

Para multiplicar dos fracciones, basta multiplicar los numeradores por una parte y los
denominadores por otra:

Férmula para el producto

Ejemplo

w
vl
w
*

vl
=
U

N
™o |
N
*
N
(o)

1.7 COCIENTE DE FRACCIONES

En el cociente de fracciones, el numerador de la fraccidon resultante es el producto del
numerador de la fraccién dividendo por el denominador de la fraccién divisor, mientras
que el denominador es igual al denominador de la fraccién dividendo multiplicado por el
numerador de la fraccion divisor. Otra manera de imaginarlo es que dividir entre un
numero es lo mismo que multiplicar por el inverso de ese numero, por lo que el cociente

entre dos fracciones es igual al producto de la primera fraccion por el inverso de la
segunda:

a*d_ad
b ¢ bc

Q. Inlst

Problemas Propuestos

4 1
1 4=
5 6
3 5
2 35
2 2
I 3
3 _+4_ =
-8 710
4 1 _L_
-2 -3
5 4 5_
5 6

14
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6 7 3
8 8
7 93
_5*4_:
8 J
_2*;:
9 °_7_
%13_
10 _
25
11 > =
8/3~
12 ‘3
25

1.8.- LEYES DE LOS EXPONENTES

Las leyes de los exponentes son el conjunto de reglas establecidas para resolver las
operaciones matematicas con potencias.

La potencia o potenciacion consiste en la multiplicacién de un numero por si mismo varias
veces, y se representan graficamente de la siguiente manera: xy.

El numero que se ha de multiplicar por si mismo es llamado base y el numero de veces
por el que se ha de multiplicar es llamado exponente, el cual es mas pequeio y debe
situarse a la derecha y arriba de la base.

Ejemplo 2

]
Base Exponente

Himen 4 mutphcar
FOr st Mo,

La operacion de elevar un numero a una potencia es un caso especial de multiplicacion
en el que los factores son todos iguales.

En ejemplos tales como: 42=4+4=16y 53=5*5%5 =125, el numero 16 es la segunda
potencia de 4 y el niUmero 125 es la tercera potencia de 5. La expresion 52 significa que

tres 5 se multiplican entre si.

La primera potencia de cualquier numero es el numero mismo. La potencia es el numero
de veces que el numero mismo debe ser tomado como factor.

15
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Ahora bien, en operaciones de suma, resta, multiplicacion y division con una o varias
potencias, ¢como proceder? Las leyes de los exponentes nos guian para resolver estas
operaciones de la manera mas simple posible.

Existen las siguientes leyes de los exponentes que deben aplicarse cuando el caso lo
requiera:

1) Potencia cero

Todo numero elevado ala 0 esiguala 1.

Ejemplo: x0=1
50 = 1
370=1

2) Potenciaalal

Todo numero elevado a 1 es igual a si mismo.

Ejemplo: x1=x
30"=30
45" = 45

3) Multiplicacion de potencias con la misma base

El producto de potencias con base idéntica es igual a una potencia de igual base, elevada
a la suma de los exponentes.

Ejemplo: 24.02.924=9(4+2+2) = 28
4) Division de potencias con la misma base

Cuando se dividen potencias con la misma base y exponentes diferentes, el cociente es
igual a otra potencia con la misma base elevada a la suma de los exponentes.

Ejemplo: 44142 = 4(4-2) =42
5) Multiplicacién de potencias con el mismo exponente

El producto de dos o mas potencias diferentes con igual exponente es igual al producto
de las bases elevado al mismo exponente.

Ejemplo: 32-22-32=(3-2-3)2=18?

16
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6) Division de potencias con el mismo exponente

El cociente entre dos potencias con base diferentes e igual exponente resulta en el
cociente de las bases elevado al mismo exponente.

Ejemplo: 82:22=(8:2)2=42
7) Potencia de una potencia

La potencia de una potencia resulta en otra potencia con la misma base elevada al
producto de los exponentes.

Ejemplo: (83)3=83"3=8°

Problemas Propuestos

Calcular las operaciones entre las potencias que tienen diferentes bases:
1)24+44/82
Solucion: 24+44182= (2:4)4/ 82=84/ 82

84/82=8(4-2) =82

2) (32)3 * (2 * 65)-2 * (22)3

Solucion: (32)3+ (2 - 65)2-(22)3
=36 .2-2.2-10, 06
=36 +2(-2) + (- 10) « 26
=36.2-12, 96
=36+ 2(-12) + (6)
=36 26
= (3*2)6
=66
=46.656
3)32-34-3=38
4) 57:5% =54
5) (5%)* =5

17
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6) (5- 2 - 3)* = 30¢

7) (34)4 = 316

8) [(5°)F = (527 = 5%

9) (8= [(2°/F = (2% = 2"

1.9.- LEYES DE LOS RADICALES

La operacion inversa a realizar la potencia de una operacion es la raiz de un numero.
Esta operacidn lo que nos indica es la cantidad de veces que hace falta multiplicar un
numero b para obtener un numero a. El numero que nos indica este numero de veces (al
cual llamaremos n) se conoce como indice de la raiz y el simbolo de esta operacién se

conoce como radical, todas estas partes las podemos observar en la imagen de abajo.
radical

indice A ”
| I raiz

2 ,l"_ _ ¢
\f" a e b

\
v

radicando

El menor indice que puede tomar el radical es el numero 2 o raiz cuadrada como muchos
lo conocemos. Esta raiz al igual que el exponente 1 no se escribe, pero se sabe que es
una raiz cuadrada.

Ahora que conocemos el concepto de la raiz de numero, pasemos a lo que nos concierne:
las leyes de los radicales o raices.

1.- Raiz"n" de una Potencia"n"

Al principio te comenté que la radicacion o mas bien la extraccion de la raiz de una

expresion o numero es lo contrario a la potenciacion o elevacion de un elemento. De este

concepto da lugar a la primera ley que dice: Si extraemos la raiz n a un namero "x"

elevado ala n potencia, entonces obtenemos como resultado a la base, 6sea x.
wxn

2.- El exponente fraccionario

Sitenemos una raiz n-ésima y queremos transformarla en una potencia, o viceversa, solo
basta poner al radicando elevado a su potencia, la cual es dividida por el indice de la raiz.
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El exponente del radicando es el numerador del exponente, y el indice de la raiz es el
denominador.

fxm = xm/n

Nota: Si el indice 1 de la raiz existiera (la minima raiz es la cuadrada o de indice 2),
entonces tendriamos que:

1\/-7n = xn/1 = xn

La primera ley de hecho es un caso especial, cuando el indice y el exponente son los
mismo (digamos indice a y potencia a) entonces tenemos que:

ay/xa = x¥e = x1 =x

3.- Raiz de una fraccién

Si tenemos una fraccion a/b como radicando, podemos simplificar la operacion aplicando
esta ley. Si unaraiz "n" opera a una fraccion, entonces puede igualarse a laraiz "n"
de a entre laraiz "n" de b:

Va/b = Ja Vb

Un ejemplo de esta ley seria el siguiente:
81
V8T/T6 =Y _=9/4
V16

4 .- Raiz de unaraiz

Asi como existe potencia de una potencia, también existe raiz de una raiz y el concepto
de ambos es el mismo. Si tenemos una raiz n y aplicamos una operacion de raiz de
indice m sobre la primera, entonces podemos simplificar la operacion al multiplicar
los indices y crear una nueva raiz de indice n(m):

i ="
5.- Potencia de un producto

Si una raiz "n" se aplica a un producto, entonces podemos dividir esta raiz en raices

individuales una por cada uno de los términos. De forma inversa, si tenemos varias raices,

aunque sean diferentes radicandos, de igual indice podemos formar una sola raiz de
19
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indice "n" en donde el radicando sera el resultado de multiplicar los radicandos de las
raices originales:

Na.b = Va(Vb)

Advertencias respecto a errores comunes:

Va2 +b2#a+b
Va+b #a++b

Simplificar un radical quiere decir eliminar factores del radical hasta que el radicando
contenga sélo exponente igual o mayor que el indice del radical y el indice sea tan
pequeio como sea posible.

Problemas Propuestos

1. . Extraer factores:

a) \V2.32.55

b) 4/27,314, 54
2 .Introducir factores:
a) 2v/3
b) 22.33.Y/6
3 . Poner a comun indice:
V2 V22,32 V2234

4 . Realiza las sumas:

a) 2V2 — 42 + 2

b) 3V5 - 2V5 -5
c) V12 = 3v3 + 2V75
d) 4+ 38 - V64
e) 2v12 — 3375 + /27
) V24 — 56 + /486

9) 2v/5 + /45 + /180 — V80

20
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5 Realizar los productos:

a) V2.4/6
b) V3.39.427
c) V12.3/36
6 Efectua las divisiones de radicales:
\6/1%8‘
a
) %16
iz
b) 7
Calcula: Ja. 3\/a2. VE/i/E
3—
8 Opera: 4 2
p \/?

8

1.10.- LEYES DE LOS LOGARITMOS BASE 10

Definicién de Logaritmo: La logaritmacién es una operacion que consiste en, dada una
base y el resultado de una elevacion a potencia, hallar el exponente. Por ejemplo, ¢a qué
potencia hay que elevar la base 8 para obtener el numero 64? Como para obtener el
numero 64 hay que elevar 8 al cuadrado, se dice que 2 es el logaritmo de 64 en la base
8, y se escribe de la siguiente forma:

Log s 64 =2

Otro ejemplo: puesto que 53= 125, se dice que 3 es el logaritmo de 125 en la base 5, y se

escribe:
logs125=3

En general, si b L = N, entonces L se llama logaritmo de N en la base b. Es decir, el
logaritmo de un numero N es el exponente L a que hay que elevar una base b para obtener
el numero N. En forma simbdlica la definicidn se escribe como:

loghN = L siy solosi bl =N (2.1)
Ejemplo: Cambie las igualdades siguientes a la forma logaritmica:
a)42=16

b) 15625 = 5°
c) 49 =7
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Solucién: Haciendo uso de la definicion de logaritmo (2.1) se tiene:

a) 10g 4 16=2
b) log 5 15625 = 6
c) log 49 7=%2=0.5

Ejemplo: Cambie las igualdades siguientes a la forma exponencial:
a) log 10 1000 = 3
b) log819=0.5
c) log 41/64 =-3

Solucion: Usando la definicion (2.1) se tiene:

a) 103 = 1000
b) 810o5= 9
c)4-3=1/64

Leyes Fundamentales de los Logaritmos

A continuacion, se enuncian y demuestran las leyes basicas de los logaritmos, las cuales
son, simplemente, una reformulacion de las leyes de los exponentes. Después de cada
demostraciéon se da un ejemplo nhumérico de la ley enunciada.

Teorema 1. El logaritmo de cero y de los numeros negativos no existe en el conjunto de
los numeros reales.

Esto es: log b, N no existe, para todo N <0

DEMOSTRACION
La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, porque si lo fuera sus
potencias pares serian positivas y las impares serian negativas, y se tendria un conjunto
de numeros alternados positivos y negativos; y por tanto, algunos numeros positivos no
tendrian logaritmo.

Usando como base lo expuesto en el parrafo anterior, el logaritmo de un niumero negativo
seria un nimero L tal que b' sea un nimero negativo. Tal nimero no existe en el conjunto
de los numeros reales; por tanto, el logaritmo de cero y el logaritmo de los numeros
negativos no existe. En matematicas superiores se demuestra que los logaritmos de los
numeros negativos son numeros complejos.

Ejemplo: log 5 -38 no existe en el conjunto de los numeros reales
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Teorema 2. El logaritmo de 1 es igual a cero.
Esto es: logb1=0

DEMOSTRACION

Se sabe que b%= 1 para toda b elemento del conjunto de los nimeros reales. Por (2.1) se

tiene que:
logbl =0
Ejemplos: log71=0
log141=0

Teorema 3. El logaritmo del numero b en la base b es igual a 1.
Esto es: log b b=1

DEMOSTRACION

Como b1 = b, entonces, por (2.1), se tiene que logb b = 1.

Ejemplos: log 99 =1
log 25 25=1

Teorema4. El logaritmo del producto de dos numeros positivos es igual a la suma de los
logaritmos de dichos numeros.

Esto es: logb MN =log oM + log b N

DEMOSTRACION
Sea: bv =M (2.2)
b’ =N (2.3)

Por la definicion de logaritmo, se puede escribir:
loghM = u (2.4)
loghN = v (2.5)

Multiplicando (2.2) y (2.3), b“b¥Y=MN
Por una ley de los exponentes se tiene: bu+V = MN
Por la definicion (2.1), logbMN=u+v

Sustituyendo u y v de la expresién anterior por (2.4) y (2.5),
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logb MN =logb M +logb N

Esta propiedad puede extenderse al caso del producto de tres 0 mas numeros positivos.
Ejemplo: Log 3 (10)(5) =log s 10 +log 3 5

Teorema 5. El logaritmo del cociente de dos numeros positivos es igual al logaritmo del
numerador menos el logaritmo del denominador.

Esto es: logb M/N =logbM-logb N

DEMOSTRACION
Se divide (2.2) entre (2.3), bYbY = M/N
Por una ley de los exponentes se tiene: b -V = M/N

Pasando la igualdad anterior a la forma logaritmica:

logb M/IN=u-v
Sustituyendouy v, Logb M/N=logbM-logbN
Ejemplo: log s 15/4 =log 8 15 -log s4

Teorema 6. El logaritmo de un numero positivo elevado a un exponente es igual al
exponente multiplicado por el logaritmo del numero.

Esto es: LogbM"=nlog M

DEMOSTRACION

Se eleva (2.2) a la potencia n: (b“)n = Mn

Por una ley de los exponentes, bun=M"

La igualdad anterior es equivalente a: logpM"=un
Sustituyendo u, LogbM"=nlogbs M
Ejemplos: log 1715 =151log 107

log 63V25 = log 6 25 3= (1/3) log 6 25

En el ejemplo anterior se utilizé la siguiente ley de los radicales: am=gm/n
Ejemplos: Sélo hay tres tipos de problemas de logaritmos. Estos son:

1) Dados la base y el logaritmo, hallar el argumento (potencia).
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Ejemplo: Logsx=-4
Solucién: La forma exponencial equivalente a la forma dada es:

34=x
(1/34) = x
1/81 =x

2)  Dado el argumento y el logaritmo, hallar la base.
Ejemplo: Logx2=1/5
Solucién: Forma exponencial:
x15=2
(x1/9))5= 25
X =2°
x = 32

3) Dados el argumento y la base, hallar el logaritmo.

log7
Ejemplo: Log27 = log2 = 2.8

Problemas Propuestos

En los ejercicios 1 a 6 cambie las igualdades dadas a la forma logaritmica:

1. 50=1

2. 151=15

3. 10-2 = 0.01
4. 95 = 59049
5. 27=128

6. pi=t

En los ejercicios 7 a 12 cambie las igualdades dadas a la forma exponencial:

7. logs4d = 2/3
8. log:1 =0

9. log,0.25 = =2
10. lOg20400 =2
11. log11331 =3

12. logmt = 55
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1.11 TERMINOS SEMEJANTES

—
-

En una expresidn algebraica se llaman términos semejantes a todos aquellos términos
que tienen igual factor literal, es decir, a aquellos términos que tienen iguales letras
(simbolos literales) e iguales exponentes.

Ejemplo:
° 6 a2b3 es término semejante con - 2 a2b3 porque ambos tienen el mismo factor literal
(a2b3)
° 1/3 x5yz es término semejante con x5yz porque ambos tienen el mismo factor literal
(x5yz)

° 0,3 a2c no es término semejante con 4 ac2 porque los exponentes no son iguales,
estan al revés.

Reducir términos semejantes significa sumar o restar los coeficientes numéricos en una
expresion algebraica, que tengan el mismo factor literal. Para desarrollar un ejercicio de
este tipo, se suman o restan los coeficientes numéricos y se conserva el factor literal.

Recordando cdémo se suman los numeros enteros: Las reglas de suma se aplican
unicamente a dos casos: numeros de igual signo y numeros con signo distinto.

Las reglas a memorizar son las siguientes:

a) Numeros de igual signo: Cuando dos numeros tienen igual signo se debe sumar y
conservar el signo.

Ejemplos: -3 + -8= -11 (sumo y conservo el signo)
12 + 25= 37 (sumo y conservo el signo)
-7 + 12 =5 (tener 12 es lo mismo que tener +12,

por lo tanto, los niumeros son de
distinto signo y se deben restar):
12-7 =5
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b) Numeros con distinto signo: Cuando dos numeros tienen distinto signo se debe restar
y conservar el signo del numero que tiene mayor valor absoluto:

Ejemplos: 5 + -51 = -46 (es negativo porque el 51 tiene

mayor valor absoluto)
-14+ 34 = 20

Problemas Propuestos

1) 2x +4x= 6) 5x + x=

2) -2x - 4x= 7) 4x + 2X + x=

3) x+2x= 8) 4x + 3x + 2X + x=
4) -x-2x= 9) -4x - 3X - 2X - X=
5) -x - x=

1.11.1 Reduccion de dos términos semejantes de distinto signo

Regla: Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo del mayor
Vv a continuacion se escribe la parte literal.

Ejemplos:

o 2a-3a=-a ; (2-3=-1);signo mayor (-); literal (a) ;-1a=-a

o 18x-11x=7x; (18-11=7); signo mayor (+); literal (x) ; 7x

o -20ab+11ab= -9ab ; (-20+11=-9) ; signo mayor (-) ; literal (ab) ; -9ab
o -8y +13y =5y ; (-8+13 =5) ; signo mayor (+) ; literal (y) ; Sy

Problemas Propuestos

1. 8a-6a= 4. 40x*3y -51x*3y=
2. 15ab-9ab = 5. 5/6mn -7/8mn =
3. -7b+7b= 6. -5mn +3/4mn =
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1.11.2 Reduccion de mas de dos términos semejantes de distinto signo

Regla: Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo término
todos los neqgativos v a los dos resultados obtenidos se restan poniendo delante de esta
diferencia el signo del mayor v luego se escribe la parte literal.

Ejemplos:

e 9a-3a+5a=11a=(9+5)a+(-3)a=14a-3a=(14-3)a=11a
o -8x+9x-x=0=(-8-1)x+(9)x=-9x+9x=(9-9)x=0x=0
e 12mn-23mn-5mn=-16mn=(12)mn+(-23-5)mn=12mn-28mn=(12-28)mn=-16mn

-5ax+9ax-35ax=-31ax=(-5-35)ax+(9)ax=-40ax+9a*=(-40+9)ax=-31ax
3 11 17 31 i 11 1 11 1 17

- m+ m- m=" m=(- - )m+()m=-" m+ m=(- + )m=-" m
5 4 2 20 5 2 4 10 4 10 4 20

e -72ax+87ax-10l1lax+243ax=157ax

Problemas Propuestos

1) 9a-3a+b5a= 5) -x+19x-18x=

2) -8x+9x-x= 6) -11ab-15ab+26ab=

3) 12mn-23mn-5mn= 7)  -5ax+9ax-35ax=

4) 19m-10m+6m= 8)  -24ax+2-15ax+2+39ax+2=
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2.- ALGEBRA ELEMENTAL

Es la rama que pertenece a la matematica, la cual permite desarrollar y resolver
problemas aritméticos a través de letras, simbolos y numeros, que a su vez simbolizan
objetos, sujetos o grupos de elementos. Esta permite formular operaciones que contienen
numeros desconocidos, llamados incégnitas y que hace posible el desarrollo de
ecuaciones.

2.1.- CONSTANTES

En Algebra, una constante es un nimero por si solo, o algunas veces una letra como a,
b o ¢ que representan un numero fijo.

Ejemplo: En"x +5=9" 5y 9 son constantes

2.2.- VARIABLES

Variable es una palabra que representa a aquello que varia o que esta sujeto a algun tipo
de cambio. Se trata de algo que se caracteriza por ser inestable, inconstante y mudable.
En otras palabras, una variable es un simbolo que permite identificar a un elemento no
especificado dentro de un determinado grupo. Este conjunto suele ser definido como el
conjunto universal de la variable (universo de la variable, en otras ocasiones), y cada
pieza incluida en él constituye un valor de la variable.

Una variable no es mas que un simbolo que representa un valor numérico, pero no un
valor concreto sino, en principio, cualquiera; es decir una variable es un simbolo que
representa un elemento no especificado de un conjunto dado.

Por ejemplo: x es una variable del universo {1, 3, 5, 7}. Por lo tanto,x puede ser igual a
cualquiera de los recién mencionados valores.

2.2.1.- La parte literal

Lgachnstltuyen las letras que haya en el término. Asi en 5xy, la parte literal es xy ; en

(") la parte literal es (" y)
2ab ab
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2.2.2 Expresion algebraica

Una expresidn algebraica es una combinacion de letras y numeros ligadas por los signos
de las operaciones: adicion, sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion.

Algunos ejemplos de expresiones algebraicas son:

a. 4x? e. Xx-y?

b. 3x f. X2 +2x + 1

c. 8m3no? g 4x2+8x+2

d. p?qrs h.  7mn+4mn2-3m2n

2.2.3.- Coeficientes

Un coeficiente es el numero que dice cuantas veces esta multiplicada esa expresion.

Es decir, en el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado coeficiente
del otro factor. Asi, en el producto 3a el factor 3 es coeficiente del factor a e indica que el
factor a se toma sumando tres veces, o sea 3a = a + a + a; en el producto 5b, el factor
5 es el coeficiente de b eindicaque 5h=b+b+b+ b+ b.

2.2.4. Exponentes

El grado puede ser absoluto (la suma de los exponentes de su parte literal) o con relacion
a una letra.

. Si un monomio carece de signo, equivale a positivo ( +).
. Si un monomio carece de coeficiente, este equivale a uno.

. Si algun término carece de exponente, este es igual a uno.

Ejemplos de monomios: ab3c, 3x, 4x%y3z, —8xy3

2.25. Término

Un término algebraico, es la expresion que esta formado por uno o mas factores
numericos Yy/o literales.
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Sus elementos son: signo de adicidon o sustraccion, coeficiente numérico, variable y
exponente del o los coeficientes literales.

Exponente

4

Signo | et 10x2yz

» “
Coeficiente Tres coeficientes literales
numerico o variables

Retroalimentacion

Como vimos anteriormente una expresion algebraica puede estar formado por uno o
varios términos separados por el signo (+) 6 (-); ademas cada término esta compuesto
por su signo, coeficiente numérico, variable (s) y el exponente.

o En caso que no aparezca ningun signo, consideraremos que éste es (+).

o Si no aparece ningun coeficiente, de manera implicita se encuentra el 1 (uno).

o Si la variable no tiene ningun exponente especificado, de manera implicita tiene
exponente 1 (uno).

Ejemplo:
3x3y* + 7x%2 — xy°

Expresién algebraica con 3 términos

Termino Signo Coeficiente Variables Exponentes
3x3y* + 3 X,y 3,4
+7x2 + 7 X 2
—xy5 - 1 X,y 1,5
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Problemas Propuestos

En las siguientes expresiones algebraicas, especificar el numero de términos que la
componen y elaborar una tabla para cada una de las expresiones, especificando el
término, su signo, su coeficiente, sus variables y los exponentes de cada una de ellas.
(Tomar como base el ejemplo anterior).

3x* + 2x3— x2 + 8x
5xy3 + 10x
yzt + 2x3 —xy?2 + 8xy — z
—3x2y2 = 2xy +x— 7y
lyyz =2y
5 22 73
3xy z— 7_xyz+2xy—5x
7. x4y3 + Tx2ys _ xy8

8

ok wh =

2.3.- MONOMIOS

Un monomio es una expresion algebraica en la que se utilizan letras, numeros y signos
de operaciones. Las unicas operaciones que aparecen entre las letras son el producto y
la potencia de exponente natural.

Es decir que un monomio es una expresion de un solo término.
2x2%2y3z
Partes de un monomio
Los monomios constan de varias partes, el coeficiente, la parte literal y el grado.
Coeficiente
El coeficiente del monomio es el numero que aparece multiplicando a las variables.

Ejemplos:

1. Elcoeficientede 3x3y2z es3

2. Elcoeficientede 3xy2z es 3-
4 4

3. El coeficientede x2z es 1
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4. Elcoeficientede 5 es _

5. Elcoeficientede x es 1

Parte literal

La parte literal o variable esta constituida por las letras y sus exponentes.

Ejemplos:

1. La parte literalde 3x3y2z es x3y2z

2. La parte literal de y2z es yz
3. La parte literal de 2abc es abc

4. Elmonomio 5 notiene parte literal
5. Laparteliteralde x es X

Grado

El grado de un monomio es la suma de todos los exponentes de las letras o variables.

Ejemplos:

1. Elgradode 2x2y3 es 2+3+1=6
2. Elgradode x2z es 2+1=3

3. Elgradode 2abc es 1+1+1=3
4

5

El grado del monomio 5 es 0 (se podria escribir como 5x0)
El grado del monomio x es 1

Monomios Semejantes

Se dice que son monomios semejantes cuanto su parte literal es decir las letras que
conforman el monomio son las mismas.

Ejemplos:
1. 2x2y3z es semejantea 5x%y3z
2. 5xz es semejantea  xz
3. 4a3z2 es semejante a a3z?
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Operaciones con Monomios

Suma de monomios

Para poder realizar sumas de dos o0 mas monomios, estos tienen que ser monomios
semejantes, es decir, monomios que tienen la misma parte literal o las mismas variables.
La suma de monomios es otro monomio que tiene la misma parte literal y cuyo coeficiente
es la suma de los coeficientes.

ax™ + bxn= (a + b)xn

Producto de un nimero por un monomio

El producto de un numero por un monomio es otro monomio semejante cuyo coeficiente
es el producto del coeficiente del monomio por el numero.

5. (2x2y3z) = 10x2y3z

Multiplicacibn de monomios

La multiplicacion de monomios da como resultado otro monomio, es decir se multiplican
los coeficientes y cuya parte literal se obtiene multiplicando las potencias que tengan la
misma base, es decir, sumando los exponentes.

(ax)(bxm) = (ab)xntm

Divisién de monomios

Sélo se pueden dividir monomios cuando el grado del dividendo es mayor o igual que el
del divisor. La division de monomios da como resultado otro monomio, recordemos que
cuando dos literales son iguales y se dividen lo Unico que pasa es que sus exponentes se
restan.

(ax™)

Gy — (@/D)xnm

Potencia de un monomio

Para realizar la potencia de un monomio se eleva, cada elemento de este, al exponente
que indique la potencia.

(axn)m — am(xn)m = gmxymnm)
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2.4.- BINOMIOS

Un binomio consta unicamente de dos términos, separados por un signo de mas (+) o de
menos (-). En otras palabras, es una expresion algebraica formada por la suma o la resta
de dos monomios.

Operaciones sobre binomios

Factor comun. El resultado de multiplicar un binomio a+b con un monomio ¢ se obtiene
aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la adicion:

cla+b)=ca+ch o realizando la operacion:
a+b

X C
ca+cb

Suma por diferencia. El binomio a2 — b2 puede factorizarse como el producto de dos
binomios:

a’?—b2=(a+ b)(a—Db)

a+b

X a—>b

—ab — b2
a’+ ab

az —b2

Producto de dos binomios lineales. El producto de un par de binomios lineales
(ax+b)(cx+d) es:

(ax + b)(cx + d) = acx? + axd + bcx + bd = acx? + (ad + bc)x + bd

Potencia de un binomio. Un binomio elevado a la n-ésima potencia, (a + b)", puede
desarrollarse utilizando la formula de teorema de Newton o, equivalentemente, con ayuda
del triangulo de Pascal.

El ejemplo mas sencillo es el cuadrado perfecto: (p + @)?
Cuadrado de un binomio

Al elevar un binomio al cuadrado, se lo multiplica por si mismo:

35

Curso Propedéutico 2023 Matematicas


https://es.wikipedia.org/wiki/Propiedad_distributiva
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Newton
https://es.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A1ngulo_de_Pascal
https://es.wikipedia.org/wiki/Cuadrado_perfecto

=2 TECNGICGKD (gr

?‘ NACIONEL D€ MEXCO L. . o i H
Tecnolégico Nacional de México Campus Cerro Azul

e

(a+b))=(a+b)(a+b) =a%+ 2ab + b2
La operacion se efectua del siguiente modo:

(a+b)
X (a+b)
+ab + b2
a4+ ab
a? + 2ab + b2

De aqui se puede derivar una regla para el calculo directo: se suman los cuadrados de
cada término con el doble producto de los mismos. Un trinomio de la forma a2 + 2ab +
b2 , se conoce como trinomio cuadrado perfecto. Cuando el segundo término es negativo:

(a—Db)2=(a—b)(a—b) =a?—2ab + b?

(a—Db)
X (a—=b)
—ab + b?
a’? —ab
a? — 2ab + b2

2.5.-TRINOMIOS

Un trinomio es una expresion algebraica que consta de tres términos y/o monomios, por
ejemplo:
3x2—-5x+2 y 2x+9y-—3z

Un trinomio es la suma indicada de tres monomios, es decir, un polinomio con tres
términos que no puede simplificarse mas

2x2+3x + 5

Trinomio al cuadrado

Un trinomio al cuadrado es igual al cuadrado del primero, mas el cuadrado del segundo,
mas el cuadrado del tercero, mas el doble del primero por el segundo, mas el doble del
primero por el tercero, mas el doble del segundo por el tercero.

(a+b+c)2=a2+b2+c2+2-a-b++2-a-c+2-b-c
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Ejemplo: x2—x+ 12 =
(x2)2 +(=x)2 +12 42 - x2 - (—x)+2x2 -1+ 2 -(—x) -1
x44+x2 + 1 — 2x3 + 2x2 — 2x =
x4 —2x34+ 3x2 — 2x + 1

Trinomio cuadrado perfecto
Un trinomio cuadrado perfecto es el desarrollo de un binomio al cuadrado.
a’? + 2ab + b2 = (a + b)?
a? — 2ab + b2 = (a — b)?
x2—4x+4=(x—2)2
l t l
x% 2x2 22

Trinomio de segundo grado

Para descomponer en factores el trinomio de segundo grado P(x) = a x? + bx +c, se iguala
a cero y se resuelve la ecuacion de 22 grado. Si las soluciones a la ecuacidon son x1Yy X2,
el polinomio descompuesto sera:

ax? + bx + ¢ = a.(x — x1). (x — x2)

Ejemplo: x2—5x+6=0

X = 5+V52—46 _ 5+y25-24 _ 5+1

fe a a

2.6.-POLINOMIOS

En matematicas, un polinomio es una expresion algebraica constituida por una suma finita
de productos entre variables y constantes, o bien una sola variable. Las variables pueden
tener exponentes de valores definidos naturales incluido el cero y cuyo valor maximo se
conocera como grado del polinomio.

P(x) = anx™+ an—1x" 14+ an—2x"2 + --- + az2x? + aix + ao
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Donde:, n es un numero natural y

Coeficientes: an, an—1, ....., ai, ao
Variable o indeterminada: x
Coeficiente principal: an

Término independiente: ao
Ejemplo:
P(x) = 2x3+3x2+5x—3

Coeficientes: 2,3,5.-3
Variable o indeterminada: x
Coeficiente principal: 2

Término independiente: -3

Grado de un Polinomio

El grado de un polinomio P(x) es el mayor exponente al que se encuentra elevada la
variable Xx. Segun su grado los polinomios pueden ser de:

Tipo EJEMPLO

Grado cero P(x) =-2

Primer grado P(x) =3x + 2

Segundo grado P(x) = 2x2 +3x + 2

Tercer grado P(x) = x3 —2x2 +3x + 2

Cuarto grado P(x) = 5x* + x3 — 2x2 + 3x + 2
Quinto grado P(x) = 2x5 — 5x* 4+ x3— 2x2 4+ 3x + 2
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2.7.- OPERACIONES CON POLINOMIOS

Se pueden realizar operaciones como es la suma, resta, multiplicaciéon y division
algebraicas que pueden incluir monomios, binomios, trinomios y polinomios, o bien una
conjugacion de todos estos. A continuacion, se presenta algunos ejemplos de estos.

2.7.1 Suma de monomios

1).- Sumar 5a, 6b y 8c.
Lo escribimos unos a continuacion de otros con sus propios signos, asi:

5a = +5a, 6b =+6b, 8c =+8¢c

La suma sera por lo tanto: 5a + 6b + 8¢
2.- Sumar 3ab, 4ab?, a?b, 7ab*> y 6b3
Tendremos: 3a2b + 4ab?+ a?b + 7ab?+ 6b3

Reduciendo los términos semejantes, queda:
4a’b + 11ab? + 6b3

3.- Sumar 7a,—8b,—15a, 9b, —4c y 8.
Cuando algun sumando es negativo, suele incluirse dentro de un paréntesis para indicar
la suma, asi:
7a + (—8b) + (—15a) + 9b + (—4c) + 8
La suma sera: 70 —8b—15a+9b —4c+8=—-8a+b—4c+8

2.7.2 Restade monomios

1).- De —4 restar 7.
Asi, -4 -7 =—-11
2).- Restar 4b de 2a
Asi: 2a — 4b
3).- Restar 4a2b de —5a?b.
Asi: —5a%b — 4a%b = —9a?b
4).- 7x3y* restar —8x3y*
Asi: (7x3y%) — (—8x3y*) = 7x3y* 4+ 8x3y* = 15x3y*
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2.7.3 Multiplicacion de monomios

REGLA.- Se multiplican los coeficientes y a continuacion de este producto se escriben las
letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a la
suma de los exponentes que tenga en los factores.

Ejemplos:
1.- Multiplicar (2a%)(3a?)
Asi: (2a%)(3a?) =6a*
2.- Multiplicar (-xy?) (-5mx*y3)
Asi: (-xy?) (-5mx*y3)=(-xy?) X (-5mx?*y3)=+5xmy>
3.- Multiplicar (3a%b)(-4b2x)
Asi: (3a2b)(-4b%x)=-12a2b3x
Problemas Propuestos
1. (2x2)(-3x)=
2. (-5x3y) (xy?)=
3. (a2b3)(3a%x)=
4, (xmync) (-xmyncx) =

2.7.4 Division de Monomios

5

1 . X_ = x5-2=x3
X2
2. X3= :E_
x3
12 x*
3. — SoAxtl=-4x3
-24m°n*
4, =4m*n
-6mn3
36x7
5. =9x3
4x6
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24m3
6. "~ -4m2n+
—6mn#
7. 72m5ndp? — -6m2n5p'5= -6m?n®
“12m3p7 p°
Problemas Propuestos
1. 55+ 7s —2s = 10s
2. 5xy + 7xy =
3. 3mn —4mb =
4. 2x —4x + 7x =
5. 3mn+4n—-5mn+8m—7m =
6. 4x3y2 4+ 4xy — 8xy — 9x3y2 =
7. 3a—2b—1la+2a=

4 3 5 3

2.7.5 Adicion de Polinomios

1. (4x + 3y + 8z)con (7x — 8y + 52) =
2. (4x3 + 5x — 7x2 + 9)con (6x3 — 4x + 3x2 — 3) =
3. (5m3 + 7n2 — 8m + 4)con (8m3 + 2m —9) =

Problemas Propuestos

1).-Sumar a—b, 2a+3b—c y—4a+5b
2).-Sumar 3m—2n+4, én+4p—5, 8n—6 y m—n—4p

2.7.6 Resta de Polinomios

Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar el minuendo cada uno de los
términos del sustraendo, asi que a continuacion del minuendo escribiremos el sustraendo
cambiandole signo a todos sus términos.

Ejemplo:

1).-De 4x — 3y + zrestar 2x + 52 — 6
Asi: 4x—-3y+z—(2x+5z—-6)=4x—-3y+z—-2x—-52+6=2x—-3y—4z+6
41
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Problemas Propuestos

1.-Dea+brestar a—»b
2.- 2x — 3y restar —x + 2y
3.- x2+ y2 — 3xy restar —y% + 3x2 — 4xy

4.-5m3 —9n3 + 6m?2n restar 14mn? — 21m?n + 5m3 — 18

Sustraccion de polinomios

(5x2 — (—2x2) =

(4x) — (4y) — (=3x) — (=3y) =

(5mn2 — 14m2n + 17m3) — (8mn2 — 6m2n — 12m3) =
(45x3 + 26x2— 24x) — (36x3 + 26x2 + 35x) =

2 2 1
(x4 352 ——x)— (=12 ="x3+_x) =
2 4 3 3 5 4

a K N =

2.7.7 Multiplicacion de polinomios por monomios

Sea el producto (a + b)c

Multiplicar (a + b)c equivale a tomar la suma (a + b) sumandola c veces; luego:

(a+b)c=(@+b)+(@a+b)+(a+b)+ (a+b).. c veces
Ejemplos:

1.- Multiplicar (3x2-6x+7) (4ax?)
3x2-6x+7
4ax?
12ax*-24ax3+28ax?

2.-Multiplicar (xn+1y-3xay24-2xa-ly3-xa-2y4) (-3xym)

(Xn+1y_3xay2 + 2Xa-1y3 _Xa-2y4)
(-3xy™)
(_3Xn+2ym+1+9Xa+ 1ym+2_6xaym+3+ 3Xa-1ym+4)

Curso Propedéutico 2023 Matematicas
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Problemas Propuestos

Multiplicar:

1.- (3x3 — 2x2)(—2x) =

2.- (x3 — 4x2y + 6xy?)(ax3y) =
3.- (am — am1 4+ am2)(=29) =
4.- (x2—4x+3)(—2x) =

Multiplicacion de Polinomios por un Monomio

5x34+ 7x2— 9x por 4x? =

8m3 + 7m2 — 6m por 4m? — 5m =
(4x3)(12xy> =

(5xyz? + 6xy)(4x2y) =

(—4xyz — 3x3y?2)(=3xy3) =

(4x3 4+ 34x2 — 12x-9) (5x2 — 8x) =
(—4xyz — 3x3y?)(—3xy?) =

N o gk =

2.7.8 Division de un polinomio entre un monomio

1 12x5432x*—24x3 _
’ 42
2 60x*—72x3+24x% _
’ 6x2
3 15c3d*—27c*d3+18c*d? _
’ 3c2
3x4+ 3x 3—1x 2
-4 _—5 =2 __
4. _sz -

3
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2.7.9 Multiplicacion de polinomios por polinomios

Se multiplica todos los términos del multiplicando por cada uno de los términos del
multiplicador, teniendo en cuenta la ley de los signos, y se reducen los términos
semejantes.

Ejemplo:
1.- Multiplicar (a—4)(3 + a)
Asi: (a—4)

(a+3)

(a2 — 4a)
(+3a—12)
(a2 —a-—12)
Problemas Propuestos

Multiplicar:

1-(@a+3)(a—1) =

2-(a—3)(a+1) =

3-(m—-6)(m—-5) =

4.-(7x—3)(4+ 2x) =
5.-(8n—9m)(4n + 6m) =

6.- (—4y + 5x)(—3x + 2y) =
7-(x2+xy+y)(x—y) =

8.- Bx3— a3+ 2ax?)(2a? — x2 — 3ax) =
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2.7.10 Divisiéon de un polinomio entre otro polinomio

1. x2+2xy+y2 entre x+y
x+y
X+ YN ¥ 2xy 7
—Xx?—xy
Xy + ¥
_,F"y — }.','2
0 0

2. x2—3x—40 entre x+5
x—38
X+ E.Wx-’ —3x—40
‘."'—xl’ — Sx
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3.- PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION

Los productos notables son multiplicaciones que se presentan en repetidas ocasiones en
el desarrollo del algebra. El hecho de aprenderlos tiene como fin el ahorro de tiempo en
las multiplicaciones y que sirvan como una introduccién a la factorizacion. Recordemos
entonces los productos notables mas importantes.

1. Binomio al cuadrado: Cuadrado del primer término, mas el doble producto del primer
término por el segundo, mas el cuadrado del segundo término.

2. Producto de binomios conjugados: El producto de dos binomios conjugados es igual
a la diferencia de los cuadrados de los términos.

3. Producto de binomios con un término comun. Cuadrado del término comun, suma
de los términos no comunes por el término comun, producto de los términos no comunes.

(x+a)(x+b)=x2+(a+b)x+ab

Factorizacién: Se conoce como factorizar al proceso de reescribir un polinomio como un
producto de otros polinomios. A los polinomios que se multiplican se les llama factores
del polinomio original. En realidad, el proceso de factorizar puede generalizarse a
cualquier expresion algebraica. Decimos que un polinomio es irreducible (no factorizable),
0 primo, si no se puede expresar como el producto de dos polinomios. Un polinomio, con
coeficientes reales, es factorizable si se puede expresar como el producto de dos
polinomios, cada uno de ellos de grado mayor o igual a cero.

La diferencia que existe entre PRODUCTO NOTABLE y FACTORIZACION es que cada
uno de ellos se resuelve por diferentes formas, por lo menos en producto notable el
resultado se puede hallar por solo inspeccion y se reconocen facilmente. En cambio, en
factorizacion es una descomposicidn de un objeto en una lista de objetos mas pequenos
(factores) que al multiplicarlos resultara el original.

3.1.- DESARROLLO DE UN BINOMIO (a + b)?% (a — b)?

Caracteristicas de los Binomios

Los Términos de un Binomio pueden ser e dos diferentes modalidades: Una variable
con una constante, como el Binomio (x+5), 6 dos variables diferentes, como el Binomio

(x+y).
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En los problemas algebraicos, los Binomios se encontraran involucrados en una serie de
operaciones basicas cuya solucion se ha estandarizado. Dichas operaciones se llaman
Productos Notables por lo mismo, porque se resuelven mediante la aplicacion de una
regla o procedimiento general. La ventaja es que se deja de multiplicar término a
término para llegar al resultado, lo que es mas tardado.

En los Productos Notables, los Binomios pueden estar elevados a un exponente o
multiplicandose entre si en diferentes casos.

Los Binomios y los Productos Notables

Los Binomios se encuentran en cuatro Productos Notables basicos: Binomio al
cuadrado, Producto de Binomios Conjugados, Producto de Binomios con un
Término Comun, y Cubo de un Binomio.

Se explicaran a continuacion cada uno de los productos Notables que contienen
Binomios, con su procedimiento general:

Binomio al Cuadrado

El Cuadrado del Binomio es el producto de un Binomio por si mismo. Es posible
desarrollar esta operacion, multiplicando término a término:

x+y)2=x+y)x+y) =x2+xy+xy+y>=x%+2xy + y?
(x=—y)P=E—-k-y)=x*—xy—xy+y*=x2—2xy +y°
O se puede aplicar la regla general, que reza:

“El cuadrado de un binomio es igual al Cuadrado del Primer Término, mas el Doble
producto de ambos términos, mas el Cuadrado del Segundo Término”.

Y por supuesto se respetaran los signos que precedan a cada término, afectandose
asi hasta llegar al resultado final, como en la segunda solucion.

Un binomio al cuadrado es una suma algebraica que se suma por si misma, es decir,
si tenemos el binomio a + b, el cuadrado de ese binomio es (a + b) (a + b) y se expresa
como (a + b)2.
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El producto de un binomio al cuadrado se llama trinomio cuadrado perfecto. Se le llama
cuadrado perfecto, porque el resultado de su raiz cuadrada siempre es un binomio.

Como en toda multiplicacion algebraica, el resultado se obtiene multiplicando cada uno
de los términos del primer término, por los términos del segundo, y sumando los términos
comunes:

Al elevar al cuadrado el binomio: x+z, la multiplicacion se hace de la siguiente forma:
(X+2)2 = (x+2)(x+2) = (X)(X)*+(X)(2)+(2)(X)+(2)(2)= X2+xZ+XZ+22 = X2+2XZ7+Z?2

Si el binomio es x—z, entonces la operacion sera:
(x=2)2 = (x=2)(X=2) = (X)(X)+(X)( =2)+( =2)(X)+(2)(2)= X2—Xz—XZ+Z2 = X?—2xZ+Z?

Aqui, es conveniente recordar algunos puntos importantes:

Todo numero elevado al cuadrado, siempre da como resultado un numero positivo:
(a)(a) = a% (-a)(—a)=a?

Todo exponente elevado a una potencia, se multiplica por la potencia a la que se eleva.
En este caso, todos los exponentes elevados al cuadrado, se multiplican por 2:

(a3)? = ab; (—b%)2 = b8

El resultado de un binomio al cuadrado, siempre es un trinomio cuadrado perfecto. A este
tipo de operaciones se les llama productos notables. En los productos notables, el
resultado se puede obtener por inspeccion, es decir, sin hacer todas las operaciones de
la ecuacion. En el caso del binomio al cuadrado, el resultado se obtiene con las siguientes
reglas de la inspeccion:

1. Escribiremos el cuadrado del primer término.
2. Sumaremos el doble del primero por el segundo término.
3. Sumaremos el cuadrado del segundo término.

Si aplicamos estas reglas a los ejemplos que usamos arriba, tendremos: (x+z)2

1. Escribiremos el cuadrado del primer término: x2
2. Sumaremos el doble del primero por el segundo término: 2xz
3. Sumaremos el cuadrado del segundo término: z2.

El resultado es: X2+2xz+72
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(x-2)?
1. Escribiremos el cuadrado del primer término: x2.
2 Sumaremos el doble del primero por el segundo término: —2xz.
3. Sumaremos el cuadrado del segundo término: z2.

El resultado es: X2+(—2x2)+22 = X?—2xz+272
Ejemplos de binomios al cuadrado:
a.- (4x3 — 2y?)?

El cuadrado del primer término: (4x3)2 = 16x5

El doble producto del primero por el segundo: 2 [(4x3)(-2y?)] = —16x3y?
El cuadrado del segundo término: (2y?)2 = 4y*

(4x3 — 2y?)2 = 16x°® —16x3y?+ 4y4

b.- (5a3x* — 3bby?)2

El cuadrado del primer término: (5a3x*)?

El doble producto del primero por el segundo: 2 [(5a3x?)(- 3b%y?)]
El cuadrado del segundo término: (— 3b%y?)2

(5a3x4 — 3hby?)2 = 25a6x8 — 30a3hbx*y2+ 9bl2y4

c.- (5a3x* + 3bby?)?
El cuadrado del primer término: (5a3x*)?
El doble producto del primero por el segundo: 2 [(5a3x#)(3by?)]

El cuadrado del segundo término: (3b%y?)2
(5a3x* — 3bby?)2 = 25a6x8 + 30a3hbx4y2 + 9bl2y4

d.- (-6mx — 4ny)2

El cuadrado del primer término: (—-6mx)?

El doble producto del primero por el segundo: 2 [(-6mx)( — 4ny)]
El cuadrado del segundo término: (— 4ny)? (—

6mx — 4ny)?2 = 36mM>2x2 + 48mnxy + 16n2y?2

Problemas Propuestos

a. (6mx + 4ny)? = C. (-3x° + 8)? =
b. (4vt-2ab)? = d. (-3a%b -3ab’®)? =
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3.2.- PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE DOS
CANTIDADES (at+b)(a-b)

Producto de Binomios Conjugados

Dos Binomios toman la caracteristica de Conjugados cuando difieren Gnicamente en
el signo de uno de sus términos.

(x+y)(x_}/)=X2—xy+xy—y2:x2_y2
(a+b)(a—b) =a%—ab+ ab — b?=a%— b?

Se pueden ir multiplicando término a término, pero se llega a la conclusién de que el
resultado tiene una estructura permanente, que se interpretara asi:

“El producto de dos binomios conjugados es igual a la diferencia de los cuadrados de los
términos”

Procedimiento: (a+b)(a-b)= al cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo:
a?-b?

El minuendo y el sustraendo se identifican mejor en el factor que tiene una diferencia o
resta (a-b).

Ejemplo: (a-x)(x+a)
= (a-x)(a+x)
=g2_x2

En este caso la diferencia es (a-x)

El cuadrado del minuendo “a “es : a?

Menos el cuadrado del sustraendo “ x “ es : -x?
Nota: el segundo factor (x+a) se ordend a (a+x)

Ejemplos

a.- (2a-1)(1+2a)
= (22-1)(28+1)
= (2a) - (1)?
=4a?-1

b.- (1+3ax)(3ax+1)
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= (1+3ax)(1+3ax)
= (1)? + (3ax)?
= 1+ 9a?x?

.- (m-n)(m+n)
=(m-n)(m+n)
= ()2~ (n)?

d.- (x>+a?)(a%-x?)
= (x*+a?)(x*-a?)
= y4_ g%

Problemas Propuestos

a. (2a-1)(1+2a)=
b.  (3x+2)(2-3x) =

3.3.- COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE 1. OS CUADRADOS DE DOS CANTIDADES
ENTRE LA SUMA O LA DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

a2 — b2
a+b

=a-—b>b

Procedimiento

La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la suma de las cantidades
es igual a la diferencia de las cantidades.

Ejemplos:

_x2-16
T ox+4

a) La raiz cuadrada de x2es x
b) La raiz cuadrada de 16 es 4

Z_16
Entonces: =x—4

x+4

x2 1

€)+ () =x-1

X
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Primer término del dividendo entre el primer término del divisor: X2/ x = x
Segundo término del dividendo entre el segundo término del divisor: -1/ 1 = -1

3.- 1=
1—x )
(D) + (%) =1+x
1 =
25—36x*
4.- 5—6x2

— 25 —36x* 2

@)+ () =5+6x
Recuerda que (-) entre (-) da positivo (+) : -36/-6 = 6
(al dividir potencias, se copia la base y se restan los exponentes ¥ — y4-2 = y2

Problemas Propuestos

36m2-49n2x* x2-4
6m-7nx2 x+2

3.4.- FACTORIZACION DE UN POLINOMIO QUE TIENE UN FACTOR COMUN

Antes que todo, hay que decir que todo polinomio se puede factorizar utilizando numeros
reales, si se consideran los numeros complejos. Existen métodos de factorizacion, para
algunos casos especiales.

e Binomios
1. Diferencia de cuadrados
2. Suma o diferencia de cubos
3. Suma o diferencia de potencias impares iguales

e Trinomios
1. Trinomio cuadrado perfecto
2. Trinomio de la forma x? + bx + ¢

3. Trinomio de la forma ax? + bx + c

e Polinomios
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Productos Notables

Se les llama asi, a la multiplicacion de expresiones algebraicas cuyo resultado se puede
escribir mediante simple inspeccion, sin verificar la multiplicacion que cumplen ciertas
reglas fijas.

FACTOR COMUN: El resultado de multiplicar un binomio a+b por un término c se
obtiene aplicando la propiedad distributiva:

cla+b)=ca+ch

Ejemplo: ¢ =
4x(3y+2)=(4x) (3y)+(4x) (2)=12xy+8x a b

c(a+b) = ca + ¢b

BINOMIO AL CUADRADO O CUADRADO DE UN BINOMIO: Para elevar un binomio al
cuadrado (es decir, multiplicarlo por si mismo), se suman los cuadrados de cada término
con el doble del producto de ellos. Asi:

(a + b)?2= a? + 2ab + b2

bi & ab
Ejemplo: "I ab( d&
-b —
(2x+7y)?=2x2+2(2x) (7y)*(7y)?=2x2+14xy+49y? B Bl
= a® +2zab+b*

Cuando el segundo término es negativo, la ecuacidén que se obtiene es:
(a—b)2=a? - 2ab + b2

Ejemplo:

(2x-7y)?=(2x)24+2(2x) (-7y) + (- 7y)?=2x2-14xy+49y?

Producto de dos binomios conjugados

Binomios conjugados: se diferencian solo en el signo de la operacién. Para su
multiplicacion basta elevar los monomios al cuadrado y restarlos (obviamente, un término
conserva el sigho negativo), con lo cual se obtiene una diferencia de cuadrados.

(a+ b)(a—b) = a? — b2
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Ejemplo:
(8x+3y) (8x-3y)=(8x)2-(3y)2=64x2-9y2

Binomio al cubo: para calcular el cubo de un binomio se suman, sucesivamente:

= El cubo del primer término

= Eltriple producto del cuadrado del primero por el segundo.
= El triple producto del primero por el cuadrado del segundo.
= El cubo del segundo término.

(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3 e

S o o o . S R g™

D00 RN e 8
!+ 3bat 4

a' + 3ab b* = (athy

Ejemplo

(2x+4y)3=(2x)3+3(2x)?(4y)+3(2x) (4y)*+(4y)3
= 8x3 + 48x2y + 96xy2 + 64y3

Si la operacion del binomio implica resta, el resultado es:

= El cubo del primer término.

= Menos el triple producto del cuadrado del primero por el segundo.
= Maés el triple producto del primero por el cuadrado del segundo.

= Menos el cubo del segundo término.

(a-b)3=a3+3a2b+3ab2-b3
Factorizacién de polinomios

La factorizacion es una expresion algebraica que mediante factores o divisores permiten
simplificar en términos mas simples para su manipulacion.

3.4.1 Caso 1 Factor comun

3.4.1.1 Factor comUn monomio

Un factor comun monomio, es el factor que esta presente en cada término delpolinomio.
En el caso de los coeficientes numéricos el factor comun es el mayor divisor posible
entre ellos y el factor comun literal esta conformado por el o los elementos de la parte
literal presentes en todos los términos con el menor exponente.
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Para factorizar el polinomio, se escribe el factor comun monomio multiplicado por el
polinomio resultante de dividir cada término del polinomio original entre el factor comun
monomio.

ab+ac+ad=a(b+c+d)

Ejemplo
1.  12a%?3 - 8a%b? + 4a’b = 4a°b (3a%b?-2ab + 1)

Para el caso del primer ejemplo, a es el factor comun que se encuentra en cada uno de
los términos.

Para el segundo ejemplo, 4 el multiplo de todos los numeros presentes en el polinomio,
las literales presentes son ab y el exponente mas pequeiio es 2 para el casode ay 1 para
el caso de b.

Factorizacion
Caso1: Factor Comun

2ax® + 3bx? = x*(2a + 3bx)
a'b—-5ac =a(a*bh—5c)

4a5b + 4a’c = 4a*(a®*b +¢)
3.4.1.2 Factor comun polinomio

Es el polinomio que aparece en cada término de la expresion, ahora el factor comun
resulta ser un polinomio.

FACTOR COMUN POLINOMIO

X

3.4.2 Factor comUn agrupando términos

Se trata de agrupar términos de manera que entre cada grupo podamos obtener un factor
comun y de esta forma si es posible obtener a su vez un factor comun polinomio.

Factorizar ap+bp+aqg+bqg =alp+q +bp+q) =
=(a+b)(p+q)
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3.5 FACTORIZACION DE UN TRINOMIO CUADRADOQ PERFECTO

Un trinomio cuadrado perfecto es una expresion algebraica de la forma

a? + 2ab + b?

Para determinar si un trinomio es cuadrado perfecto se debe:

1.- Identificar los dos términos que son cuadrados perfectos obteniéndoles su raiz
cuadrada.

2.- El tercer término corresponde al doble producto de la raiz cuadrada de los dos
términos del punto anterior.

Si se tiene al trinomio a? + 2ab + b?

Se identifican los dos términos que son cuadrados perfectos

a? = (a)?
b? = (b)?

3.- Eltercer término corresponde al doble producto de las raices de los dos anteriores
2ab

Por lo tanto, a2 +2ab+b? es un trinomio cuadrado perfecto.

3.6. FACTORIZACION Y DIFERENCIA DE CUADRADOS

Cada polinomio que sea una diferencia de cuadrado se puede factorizar al aplicar la

siguiente formula:
a—b?= (a+ b)(a—Db)

Ejemplo: 49x2 — 16y2 = (7x + 4y)(7x — 4y)

Problemas Propuestos

Desarrolla

1 x(3+y) =

2. zlx+y)=

3. @x+y)is+t)=
4 (a+b)(x +y)=
5. zlx+s) =
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6. (5x+2y)? =
7. (8x—3a)?=
8. (Bx+5y)(3x—5y) =
9. (8a+3b)3 =
10. (3t—5s5)3 =
Factoriza
11. 3x2—-3 =
12. 8ax +4x =

13. 2ax—2x—ay+y=
14. am+bn+an+bn=
15. 3x2—-3bx+xy—by =
16. 9x2 + 12xy + 4y? =
17. 49x2 4+ 42xy + 9y? =
18. 16x2 — 24xy + 9y? =
19. 16x2 — 25y2=

20. 4x2—9z2=

3.7 FACTORIZACION DE UN TRINOMIO x2+bx+c

Existen algunos trinomios que no son cuadrados perfectos y que también son
factorizables, s6lo que mediante un procedimiento diferente.

A continuacion, se presentan ejemplos de trinomios del tipo x?+ bx + ¢

X2+ 5x+ 6
x>-11x + 24
X2+ x - 20
x2-6x - 27

rowbd =

Como se puede observar, estos trinomios constan de un término cuadratico, otro de
primer grado y otro constante, llamado término independiente, por lo que son trinomios
de una sola variable con coeficientes constantes.
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3.7.1 Trinomio cuadrado perfecto por adicién y sustraccion.

Este es uno de los casos especiales de factorizacion. Consiste en convertir un trinomio
en un trinomio cuadrado perfecto adicionandole y sustrayéndole un término. El primer y
tercer término tienen que ser cuadrados perfectos. Y el objetivo es hacer que el segundo
término sea el doble del producto de las raices de esos cuadrados. Este proceso se llama
“‘complementar cuadrados”

A continuacion, se muestra como resolverlo con el siguiente ejemplo:

xt+x2+ 1
1. Se determina cual debe ser el segundo término del trinomio. Para esto se deben de
hallar las raices cuadradas del primer y tercer término, se multiplican entre si y luego por

dos. El término que se busca es “2x2”. A continuacién se busca un término que convierta
al x2en 2x2, ese es x2

x*t+x2+ 1+ x? — x?
x*+ 2x2+ 1 — x?

También se resta x2 para no alterar la expresion
2. Se factorizan los primeros tres términos del polinomio como un trinomio cuadrado
perfecto

(x241)2-x2

3. Y por ultimo se factoriza la diferencia de cuadrados

(x2+1+x) (x2+1-x)

Entonces la expresidon quedaria factorizada asi:

xHx2+1=(x24+1+x) (x2+1-x)

En resumen: se identifica por tener tres términos, el valor que se suma es el mismo que
se resta para que el ejercicio original no cambie.

x24+xy+ y2= x24xy+ y2+(xy-xy) =x242xy+ y2-xy=(x+y)?-xy

Noétese que los paréntesis en "( xy — xy )" estan a modo de aclaracion visual.
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3.7.1.1 Caso I- Trinomio de laforma x?2+ bx + ¢

Se identifica por tener tres términos, hay una literal con exponente al cuadrado y uno de
ellos es el término independiente. Se resuelve por medio de dos paréntesis, en los cuales
se colocan la raiz cuadrada de la variable, buscando dos numeros que multiplicados den
como resultado el término independiente y sumados (pudiendo ser numeros negativos)
den como resultado el término del medio.

Ejemplo 1: a2 +2a-15=(a+5)(a-3)
Ejemplo 2: x2+5x+6=( x+3)( x+2)

ok wh e

Problemas propuestos

x24+8x+ 16 =
92+ 9x+ 2 =
2x2+12x + 16 =
x2—10x 4+ 25 =
9x2 + 30x + 25 =
—x24+ 6x — 9=

3.7.1.2 Caso Il - Suma o diferencia de potencias alan

La suma de dos numeros a la potencia n, a" + b" se descompone en dos factores
(siempre que n sea un numero impar):

Quedando de la siguiente manera:

X0+ yn =( x4y )(xvl- xn2y 4 xn3y2- | 4 xynZ - yn-l

Ejemplo:

B+1=(x+1)( x?-x+1)

La diferencia también es factorizable y en este caso no importa si n es par o impar.
Quedando de la siguiente manera:

xt — oy = (x—y)al+ xn 2y + xn3y2— 4 xyn2 + yn-1

59



7§§‘ TECNOLOGKD i gr
NACIONGL € MEXCO . . L. i i
& Tecnoldgico Nacional de México Campus Cerro Azul 2

Ejemplo:
=1 =(x—1)(x2+x+1)
a?—b2=(a—-b)(a+b)

Las diferencias, ya sea de cuadrados o de cubos salen de un caso particular de esta
generalizacion.

3.8.- FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA ax?+bx+c

En este caso se tienen tres términos:

El primer término tiene un coeficiente distinto de uno, la letra del segundo término tiene
la mitad del exponente del término anterior y el tercer término es un término
independiente, o sea sin una parte literal, asi:

4x2 + 12x + 9

Para factorizar una expresion de esta forma, se multiplica el término independiente por
el coeficiente del primer término (4x3):

4x2 4+ 12x + (9* 4)
4x2 + 12x + 36

Luego debemos encontrar dos numeros que multiplicados entre si den como resultado el
término independiente y que su suma sea igual al coeficiente del término x:

6 6 =36
6+6=12

Después procedemos a colocar de forma completa el término x? sin ser elevado al
cuadrado en paréntesis, ademas colocamos los 2 términos descubiertos anteriormente:

(4x+6)(4x+6)

Para terminar dividimos estos términos por el coeficiente del término x2:

(4x+6)(4x+6)_ (4x + 6) (4x+6)
4 T2 T2

(2x+3)(2x+3)=(2x+3)?
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Ejemplo:

Factorizar 30x2 —47x + 14
Organizar el trinomio en forma descendente o ascendente: 30x2 — 47x + 14
Multiplicar y dividir el trinomio original por su coeficiente principal o sea 30

30 (30x2—47x + 14)
30
Aplicar la propiedad distributiva en el numerador, teniendo cuidado de dejar la operacion
indicada en el segundo término, tanto en el primero como en el tercero la multiplicacion
se realiza normalmente:

900x2 — 47(30x) + 420
B 30

A continuacion, se expresa el primer término como el cuadrado de lo que quedo
encerrado en el paréntesis del segundo miembro, esto es:

(30%)% — 47(30%) + 420
B 30

Se hace cambio de variable, sustituyendo el componente que se repite por una letra,

haciendo: P =30x
P2 —47P + 420

B 30

Ahora en el numerador tenemos un trinomio de la forma x? + bx + ¢ y factorizamos la
expresion, buscando dos numeros negativos que multiplicados entre si den 420 y
sumados den -47:
=(P-)(P-)
Se buscan parejas de numeros:
Dan 30 dan 14

!

420=30*14=2*3*5*2*7
420=30*14=2*3*5*2*7 =6y 70 si se hace la suma da -76 = no sirve
420=30*14=2*3*5*2*7=30y 14 da-44
420=30*14=2*3*5*2*7= 10y42da-52
420=30*14=2*3*5*2*7 =35y 14 da 47
(P —35)(P —12)
- 30
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Después de haber factorizado el numerador, se deshace el cambio de variable
(30x —35)(30x —12)

30

A continuacion, se revisa cada uno de los factores obtenidos en el numerador para ver
cual de ellos se repite y si tiene factor comun, en este caso 5 * 6 = 30 y dividido entre 30
queda:

S5x(6x—7)*6(5x—2)

30

Queda asi terminada la factorizacion:

30x2 —47x + 14 = (6x — 7 )(5x — 2)

3.9.- FACTORIZACION POR EL METODO DE EVALUACION

Este método de factorizacion es aplicado para polinomios que tienen cuatro o mas
términos. El método utilizado es por le regla de Ruffini con el objetivo de encontrar un
cociente (factor) que al multiplicarse por el divisor (factor) de como producto, el dividendo
(polinomio a factorizar). Para cumplir con lo anterior es necesario observar que el residuo
debe ser cero, o sea:

Teorema del factor.- Un polinomio P(x) tiene como factor a (x-a) si y solo si para x = a,
P@) =0

Condicion necesaria de divisibilidad.- Para que un polinomio P(x) sea divisible por (x-
a) es condicién necesaria pero no suficiente que el término independiente del dividendo
sea divisible entre a.

Método de evaluacién.- Este esquema esta disefiado para factorizar completamente un
polinomio entero en x, para él utilizamos, el teorema del factor y la divisidn sintética o
regla de Ruffini.

Ejemplo 1: 1) Factorizar por evaluacion x* + 3x3-23x? - 75x - 50

Solucién: Se buscan los divisores de 50 que son: a= (+1,+2,+5,+10, £25, +50)
Hay que verificar con cada uno de los divisores hasta encontrar P(a) =0
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Por Ruffini:
1 3 -23 -75 -50

-1 -1 -2 25 50

12 -25 -50 0

Quedando los factores:
(x3+ 2x2-25x-50) (x + 1)

Para factorizar completamente hay que factorizar cada uno de los factores si es posible.
El primero de los factores anteriores no esta completamente factorizado por lo que hay
que hacerlo nuevamente por Ruffini o por cualquier otro método, en este caso trataremos
nuevamente por Ruffini.

1 2 -25 -50 Siguiendo los pasos anteriores

-2 -2 0 50 se separan en factores

Quedando: x3 + 2x? - 25x - 50 = (x? - 25)(x + 2)

Juntando todos los factores del polinomio inicial:
(x + 1)(x3- 25)(x + 2)

Observando el factor de en medio puede verse que aun falta por factorizar por lo que el
resultado de la factorizacidon completa es:
(x+1)(x+5)(x-5) (x+2).

Es recomendable utilizar como ultimo recurso el método de evaluacion pues es un
procedimiento mas largo que los anteriormente vistos.

Ejemplo 2.- Descomponer por evaluacion x3 —3x 2 — 4x + 12

Los factores de 12 son + (1, 2, 3, 4, 6, 12)
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Los coeficientes del polinomio

1 3 4 2] +1 =1
1x1 = +1 (-2)x1=-2 (-6)x1=-6
1 2 -6 +e|

El residuo es 6, luego el polinomio no se anula para x= 1, y no es divisible por (x-1)

1 -3 4 +12] 1 x=-1
1x(-)1 = -1 (-4)x(-1)=4 0x(-1)=0
1 4 0 +12

El residuo es 12, luego el polinomio no se anula para x= -1, y no es divisible por
x-(-1)=x + 1

1 3 4 2| 42 x=2
2=+2  (Ix2)=-2  (-6)x(2)=-12
1 1 6 0 \

El residuo es 0, luego el polinomio dado se anula para x= 2, y es divisible por (x-2).
El cociente de dividir el polinomio dado x3 —3x 2 — 4x + 12 entre x -2 sera de segundo
grado y sus coeficientes son 1, -1y -6, luego el cociente sera x2 —x + 6

Porlotanto: x3 —3x2—4x+ 12 = (x — 2)(x2-x + 6)

Factorizando el trinomio = (x — 2)(x + 3)(x + 2)

Ejemplo 3.- Descomponer por evaluacion x6—9x5+ 24x* — 20x3
Factorizando queda: x3(x3 — 9x2+ 24x — 20)

Los factores de 20 son: +(1,2,4,5,10,20)

DIVISION SINTETICA:

x3 x?2 X TI

1 -9 24 -20 +1 x=1
1x1 = +1 (-8)x1=-8 (16)x1=16

1 -8 16 -4
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El residuo es -4, luego el polinomio no se anula para x= 1, y no es divisible por (x-1)

x3 x2 x TI

1 -9 24 -20 -1 x=-1
1x(-1) = -1 (-10)x(-1)=10 (34)x(-1)=-34

1 -10 34 -54

El residuo es -54, luego el polinomio no se anula para x= -1, y no es divisible por
x-(-1)=x+ 1

x3 X2 X Tl
1 -9 24 -20 +2 x=2
1x(2) = 2 (-7)x(2)=-14 (10)x(2)=-20
1 -7 10 0
. lo tanto: (x-2)=0

Po

El residuo es 0, luego el polinomio dado se anula para x= 2, y es divisible por (x-2).

El cociente de dividir el polinomio dado x® — 9x5 + 24x* — 20x3 entre x - 2 sera de segundo
grado y sus coeficientes son 1, -7 y 10, luego el cociente sera x2— 7x + 10 = (x — 2)(x —
5)

Por lo tanto: X6 — 9x5 4+ 24x* — 20x3 = x3(x — 2)%(x — 5)

Factorizando el trinomio = x3(x — 2)%(x — 5)

A modo de resumen, se entrega el siguiente cuadro con productos notables:

(a +b)? = a?+ 2ab +b? Binomio al cuadrado
(a+Db)3 = as+ 3a’b + 3ab? + b? Binomio al cubo
a%-b? = (a+Db)(a-b) Diferencia de cuadrados
a3-b3 = (a-b)(@?+ b2+ ab) Diferencia de cubos
as + b3 = (a + b)(a? + b%- ab) Suma de cubos
a*-b* = (a+Db)(a-b))@+b? Diferencia cuarta
(a+b+c)? | = | a?+b?+c?+2ab+2ac+ 2bc | Trinomio al cuadrado
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4.- TRIGONOMETRIA Y SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS.

Trigonometria es una palabra que deriva del griego Tpiywvouetpia, Tri (Tpt) tres, gono
(ywvo) angulo, metria (ueTpia) medida, es decir, "medida de tres angulos".

La trigonometria se basa en la semejanza de triangulos; esto es, si dos triangulos tienen
sus lados proporcionales entonces sus angulos deben ser iguales. Asi que debe haber
una manera de calcular los angulos en términos de los lados. Las funciones
trigonométricas son las que permiten calcular dichos angulos.

La trigonometria, como su nombre lo indica, surgioé de la necesidad de medir triangulos,
lo cual puede ser posible utilizando las relaciones que guardan sus lados, los angulos, las
areas, asi como otros elementos geométricos.

4.1 TEOREMA DE PITAGORAS

El Teorema de Pitagoras en un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de las
longitudes de los catetos es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa. Siay b son
las longitudes de los catetos, y ¢ es la longitud de la hipotenusa, entonces a2 = b%+c2. En
un triangulo rectangulo, el lado opuesto al angulo recto se llama la hipotenusa y los otros
lados se llaman catetos. Si a y b son las longitudes de los catetos de un triangulo
rectangulo, y ¢ es la longitud de la hipotenusa (figura 1), entonces el Teorema de
Pitagoras establece que a? = b?+c?.

Es decir, la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es igual al
cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Hipotenusa

P

h ™ ___:;7’ Catetos

Figura 1

Ejemplol: Una cancha de futbol olimpica es un rectangulo de 100 metros de largo y 70
metros de ancho (Figura 2). ; Qué longitud tiene la diagonal de la cancha?
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70 m

100 m

Figura 2

Solucidon: La diagonal es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, con catetos de
longitudes 70 m y 100 m. Puedes usar el Teorema de Pitdgoras para encontrar su
longitud.

a? + b? = c? Teorema de Pitagoras.

702+ 1002 = ¢? Sustituye los valores conocidos.

4,900 + 10,000 = c?Eleva los términos al cuadrado.

14,900 = ¢? Suma.

122.065 = c Aplica raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad.

Resultado: La diagonal tiene una longitud de 122.065 metros.

Ejemplo 2: ;Cual es el area de un tridangulo rectangulo con un cateto de 5 pies de longitud y una
hipotenusa de 13 pies de longitud (Figura 3)7?

13 pies

Figura 3

Solucién: Puedes considerar los dos catetos como la base y la altura del triangulo. La
longitud de un cateto es 5 pies. Para encontrar la longitud del otro cateto, usa el Teorema
de Pitagoras.

a? + b? = ¢c? Teorema de Pitagoras.

52 + b2 = 132 Sustituye el valor del cateto y el de la hipotenusa.

25 + b? = 169 Eleva los términos al cuadrado.

b? = 144 Resta 25.

b= 12 Aplica raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad.

Resultado: El otro cateto tiene una longitud de 12; entonces, el area es A =
1(12)(5)= 30 pies cuadrados.
2
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Problemas Propuestos

Problema 1.- Si a es la hipotenusa y b, ¢ son los catetos de un triangulo rectangulo, calcular el

lado que falta: (1) b=10cm, c =6 cm.

Problema 2.- Si a es la hipotenusa y b, ¢ son los catetos de un triangulo rectangulo, calcular el
lado quefalta: (3)a=32m,c=12m

Problema 3.- Si a es la hipotenusa y b, ¢ son los catetos de un triangulo rectangulo, calcular el
lado que falta: (5) a =100 Km, b =80 Km.

a

Figura 4.- Problemas 1,2y 3.

Problema 4.- Hallar la diagonal (d) de un rectangulo sabiendo que los lados a y b miden lo que
seindica:a=2myb=4m.
Problema 5.- Hallar la diagonal (d) de un rectangulo sabiendo que los lados a y b miden lo que
seindica:a=5myb=6m.

Figura 5.- Problemas 4y 5.

4.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las razones trigonométricas se utilizan fundamentalmente en la solucion de triangulos
rectangulos, recordando que todo triangulo rectangulo tiene un angulo de 90° y sus
angulos interiores suman 180°. La notacion que se acostumbra es la siguiente (figura 6).
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Figura 6 Representacion de angulos y catetos.

Tomamos el angulo a para definir las razones trigonométricas de la siguiente manera:

cateto opuesto a hipotenusa c
sena = . == csca = —
hipotenusa c cateto opuesto a
cateto adyacente b hipotenusa c
Cosa - ~ seC e
hipotenusa c cateto advacente b
cateto opuesto  a cateto adyacente b
tana = =— cota = - =—
cateto adyacente b cateto opuesto  a

Nota: Véase que las razones cot a, sec a, csc a son reciprocas de la tan a, cos a, sen
a respectivamente.

Resolver un tridngulo rectangulo implica obtener la medida de todos sus angulos y de
todas las longitudes de sus lados (figura 7). En donde se utilizan las razones
trigonométricas y el teorema de Pitagoras fundamentalmente, el cual se enuncia asi: “en
todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de sus catetos”.

Figura 7
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Ejemplo 3: Calcular B, a, y a representada a traves de triangulo de la figura 8.

g 9
a
ag? a
4
Figura 8
Solucién:
Para obtener B: 4
senfl = _
9
4
B = sen~1 (_)
9
B = 26.38°
Para obtener a:
a =V¢z— b2
a=v92—42=81-16
a = 8.06 u.
Para obtener a:
dado que a+p+90°=180°
a = 180°- B - 90°=180°- 26.38° - 90°= 63.62°
Resultados: B =26.38°
a=8.06u
a=63.62°

Ejemplo 4: Calcular a, b y a representada a través de triangulo de la figura 9.

38’ 20

b

Figura 9
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Solucion:
Para obtener a:
dado que a+p+90°=180°
a = 180°- B - 90°=180°- 38° - 90°= 52°

Para obtener a:

senb2°=__
20
a = 20 sen 52° = 15.76 u.

Para obtener b:

b

cosa = _

b
cosh2°=__

20
b=20cos52°=12.31u.

Resultados: a=52°

a=15.76 u.
b=12.31u.

Ley de los Senos y Ley de los Cosenos

Para resolver triangulos que no son rectangulos (que no tienen un angulo de 90°) se hace
uso de las leyes de los senos y/o de los cosenos. Los triangulos con estas caracteristicas
se llaman oblicuangulos y pueden tener 3 angulos agudos o dos angulos agudos y uno
obtuso como se muestra en la figura 10:

S
y /\/\:I\ C ~
£ T N \‘\
b/ \a Jy :
\ b\
/ L N\ S
AL i A B g o ﬁC\B
C A C
Figura 10

Ley de los senos: “Dos lados cualesquiera son proporcionales a los senos de los angulos

opuestos”.
a b c

sena senf seny

Ley de los cosenos: “El cuadrado de un lado cualquiera es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados menos el doble de su producto por el coseno del angulo
que forman”.
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b? + ¢ = a?
a’? + c? = b?
a2+ b? =c?

Ejemplo 5: Un avién vuela de la Ciudad de México a Puebla de los Angeles, que esta a
120 Km de distancia, luego cambia su direccidn 400 y se dirige a la Ciudad de Perote
como se muestra en la figura 11.

a) Si la distancia entre México y Perote es de 300 Km ;Qué distancia hay de Puebla a
Perote?

b) ¢ Qué angulo debe girar el piloto para volver a la Ciudad de México?

8

//_'?;e rote
300%//%

i %

México 120Km Puebla

Figura 11
Solucién:

Calcular beta con ley de senos.

a b C

sena senfS seny

Se sustituyen los valores.

a _ 120km _ 300km

sena senf sen140°

Se asocia la segunda y la tercera igualdad.

senf senl140°

Se despeja beta.

120km(sen140°)

300km
senf=0.2571

= senfs

B = sen=1(0.2571) = 14.89°
o+ B+ 140° = 180°
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Por lo tanto, la distancia entrellz%(lecbla y Perote se calcula de la siguiente manera
m
a _

sena - sen14.89°

120km(sen25.1°)
=a = 198km.
senl14.89°

El angulo que debe de girar el piloto para volver es:
©=180°-p=180°-14.89°=165.1°

Resultados: B=14.89°
a=251°
a = 198km.
©=165.1°

Problemas Propuestos

Problema 6.- Un angulo de un triangulo rectangulo mide 442y el cateto adyacente 16 cm,

calcula el otro cateto.

Problema 7.- Un angulo de un tridngulo rectangulo mide 47° y el cateto opuesto 8 cm,

halla la hipotenusa.

Problema 8.- Un avion vuela una distancia de 300Km del D.F. al puerto de Acapulco,
luego cambia su rumbo 500 y se dirige a Ixtapa Zihuatanejo que esta a 100Km segun la
figura 12. a) ; Qué tan lejos esta el D.F. de Ixtapa Zihuatanejo? b) ¢ Qué angulo debe girar

el piloto en Ixtapa Zihuatanejo para regresar al D.F.?

8.
g,/; IXTAPA
/ZIHUATANE IO
a ¥
/ , 100Km
a= 0 § A0
B_*13%50
D.F. J00Km ACAPULCO
Figura 12
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4.3 ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA.

Una ecuacion es una igualdad algebraica en la que aparecen letras (incognitas) con valor
desconocido. El grado de una ecuacién viene dado por el exponente mayor de la
incognita. En este tema trabajamos con ecuaciones lineales (de grado 1) con una
incoégnita.

Solucionar una ecuacion es encontrar el valor o valores de las incégnitas que transforman
la ecuacion en una identidad. Dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.

Para conseguir ecuaciones equivalentes, sélo se puede aplicar alguna de las siguientes
propiedades:

Propiedad 1: Sumar o restar a las dos partes de la igualdad una misma expresion.
Propiedad 2: Multiplicar o dividir las dos partes de la igualdad por un numero diferente de
cero.

Ejemplo 6.- Calcular el valor de x de la siguiente ecuacion: 5x+2=17.
5x+2=17

5x=-2+4+17

5x =15
15
xX=__
5

x =3

Comprobacion sustituyendo x=3 en la ecuacion original.

5x+2=17
5(3)+2 =17
15+2=17

Ejemplo 7.- Calcular el valor de x de la siguiente ecuacion: 3x-5=2x-3.
3x—-5=2x-3
3x—-5—-2x4+3=0
x—2=0
x =2

75



=2 TECNCLOGKD ] i
“‘ NACIDNGL D6 MEXCO L. i L. 4 i
Tecnoldgico Nacional de México Campus Cerro Azul

Comprobacion sustituyendo x=2 en la ecuacion original.

3x—5=2x—-3
32)-5=2(2)-3
6—-5=4-3

1=1.

Problemas Propuestos
Problema 9.- 3x + 5 =5x-13.
Problema 10.- 5(7 —= x) = 31— x

Problema 11.- 4(2 - 3x) = -2x - 27
Problema 12.- 6x — 8 = 4(-2x + 5)

4.4 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
Una ecuacion de segundo grado, ecuacion cuadratica es una ecuacién polinémica donde
el mayor exponente es igual a dos. Normalmente, la expresion se refiere al caso en que
sblo aparece una incégnita y que se expresa de la siguiente forma:

ax?+bx+c=0

Dicha ecuacion se resuelve a través de la formula general.

x = —b +Vb?2 — 4ac
2a

Ejemplo 8: resolver la siguiente ecuacion de segundo grado.

x2—5x+6=0

Solucioén:
Dénde: a=1
b=-5
c=6
Sustituyendo valores en la formula general.
—b + Vb*=7ac
x= 2a
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A V(=5)% - 4(1)(6)

2(1)
5+V25-24 5441 _5+1
= 2 T T2 T2
5+1_6
Xl=—g—=p=3
5-1 4
:—=_=2
x2 > 5

Comprobacion sustituyendo x1=3, x2=2 en la ecuacioén original.

x2—5x+6=0
32—-5(3)+6=0

9-15+6=0
15-15=0
0=0

x2—5x+6=0
22-52)+6=0

4-10+6=0
10-10=0
0=0

Ejemplo 9: resolver la siguiente ecuacion de segundo grado.

3x2—5x+2=0

Solucion:
Dénde: a=3
b=-5
c=2
Sustituyendo valores en la férmula general.
—b +Vb*=42ac
X =
2a
—(=5) £ V(=5)2 - 43)(2)
X =
2(3)
5+V25—24 5441 5+1
*= 6 76 6
— 5+1
¥l = xX2=__ .
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Comprobacion sustituyendo x1=1, x2=2/3 en la ecuacion original.
3x2—-5x+2=0
3(1)2=-5(1)+2=0

3—-5+2=0
5-5=0
0=0

3x2—-5x+2=0
22 2

3(3) -501)+2=0

4 "10 3

_—__+2=0
3 3
—242=0
0=0

Problemas Propuestos

Problema 13.-4x2—-3x—2=0
Problema 14.- x2—7x+12=0
Problema 15.- x2 + 10x + 25 =0
Problema 16.-x2+ 6x+9=0

4.5 ECUACIONES SIMULTANEAS CON DOS Y TRES INCOGNITAS

Ecuaciones Simultaneas de Primer Grado con dos Incégnitas

Dos o mas ecuaciones con dos incognitas son simultaneas cuando satisfacen iguales
valores de las incégnitas. Para resolver ecuaciones de esta clase, es necesario obtener
de las dos ecuaciones dadas una sola ecuacion con una incognita. Esta operaciéon se
llama eliminacion.

METODOS DE ELIMINACION
Son tres los métodos de eliminacion mas utilizados: Método de igualacion, de sustitucion
y de suma o resta.

METODO DE ELIMINACION POR IGUALACION.

Ejemplo 10:,- Resolver el sistema:
3x +5y =7 ec 1
2x -y =-4 ec2

79



=2 TECNGICGKD Qgr

n NACIDNEL D€ MEXCO L. i L. i i
Tecnolégico Nacional de México Campus Cerro Azul

e

Despejamos cualquiera de las incognitas; por ejemplo, x en ambas ecuaciones.
Despejamos x en ec 1:

7-5y

X3
Despejamos x en ec 2:

_—4+y

2
Ahora igualamos entre si los dos valores de x que hemos obtenido:

7-y_—4+y
3 2

Ahora ya tenemos una sola ecuacion con una incognita; se elimino la x.
2(7=5y) =3(-4+y)

Resolvemos esta ecuacidn para obtener el valor de y.
14— 10y = -12 + 3y
—10y —3y = —12— 14
—13y = —26
—26
= —_—= 2
Y —-13
Para encontrar el valor de x, se sustituye el valor de y en la ecuacion mas sencilla,
obteniéndose:

3x +5y =7 ecl
2x -y =-4 ec2
3x+5(2)=7
3x+10=7
3x=7-10
3x =-3
-3
X == 1

Para verificar si estos valores son correctos se debera sustituir x= -1, y = 2 en las dos
ecuaciones, ambas se convierten en identidad.

3x +5y 7 ecl
2x =y -4 ec?2

3(-1)+5(@2)=7 ec1l
-3+10=7
7=7
2(-1)—-(2)=—-4 ec?
—2-2=—4
—4 = —4
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Ecuaciones Simultdneas de Primer Grado con tres Incognitas

Se pueden interpretar estos sistemas como un conjunto de tres planos en el espacio real
tridimensional. Para resolver este tipo de sistemas se aplicara reduccién o eliminacion,
igualacion, suma-resta o cualquier otro método, de forma que cada ecuacidn tenga una
incognita menos que la anterior, y se pueda a su vez llegar a obtener el valor de las 3
incognitas.

METODO DE IGUALACION.

Ejemplo 11.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas de 3x3.
2x =y —4z =12

3x —4y+2z =-11
—5x +2y -z =2
SOLUCION:
Elegir la variable x para despejar en las 3 ecuaciones.
12+y+4z
X=———">% ec4
-11+4y—-2
X = 3 ech
2—2y+z
x= _—5 ecb6

Asociarec 4y 5y después 4y 6.

12+y+4 _ —11+4y—2z
2 3

3(12+y +4z) = 2(—11+ 4y — 22)
36 +3y+12z=-22+8y—4z
3y—8y+12z+4z=—-22—-36

—5y+16z=-58 ec7
12+y+4 _ 2-2y+z
2 -5

—5(12+y+4z) =22 -2y +2)
—60—-5y—20z=4—-4y+ 2z
—5y+4y —20z—2z =4+ 60

—y—22z=64 ec8

Resolver las ecuaciones 7 y 8, por el método de igualacion.

-5y +16z = -58 ec7
-y =22z =64 ec8
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Despejar y:
—58—-16z
y=—"-%5
64 + 22z
Y -1
Igualando:

58— & 64 + 22z

-5 -1

—1(—=58 —16z) = —5(64 + 222)
58+ 16z = —320 — 110z

16z + 110z = —320 — 58

126z = —378
—378

126 = 3

7 =

Sustituir z=-3 en la ec 7 y/o 8 en la que sea mas facil.
—y — 227 = 64
—y —22(-3) = 64
—y + 66 = 64
y = 66 — 64
y=2

Sustituir z=-3, y=2 en ec 4 para calcular x.

12+y+ 4
x=T ec4

1242+44(-3) _12+2-12 _2
x = = =
2 2 2

Comprobacion, Sustituir z=-3, y=2, x=1 en ec 1.

2x—y—4z=12
21)—2—-4(-3) =12
2—2+12=12
12 =12
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Problemas Propuestos

Problema 17.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas por el método

de igualacion.
8 ecl
—-77 ec?2

Problema 18.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas por el método
de igualacion.

3x +4y
8x —9y

6x -5y =-3 ecl
2x +3y =13 ec?2

Problema 19.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas por el método

de igualacion.
x =5y =-3 ecl
x +3y =13 ec?2

Problema 20.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas de 3x3, por el
método de igualacion.

2x +3y+ z =-1
5 +7y—z =5
4x + 3y =5
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5: VECTORES Y ESCALARES

5.1. SISTEMA DE UNIDADES

Este sistema fue creado en una convencion mundial de ciencia celebrada en Paris, Francia; en
el siglo XVII para ser exactos, alla por el afio 1795. Este sistema fue muy importante porque fue
el primer patrén que existio para las unidades de medidas, entre ellas se encuentras las unidades
como el metro, el kilogramo-peso y el litro. ; Qué usaron para definir estas unidades?, pues aqui
viene lo importante, para definir dichas unidades, utilizaron la dimension de la tierra 'y la
densidad del agua.

Se dice que, para medir las longitudes en ese tiempo, se dividié un meridiano de nuestro planeta
en 40 millones de partes iguales, y a cada parte de longitud se le llamo6 metro.

Después de realizar dicho acuerdo con la longitud, ésta misma sirvié de ejemplo para obtener las
demas unidades. Es por eso que la palabra metro significa “medida”. Una caracteristica
importante de este sistema, fue sin duda la division decimal que tenia; por ejemplo, el uso de los
prefijos como: deci, centi o mili.

. Decimetro = décima parte del metro
. Centimetro = centésima para del metro
. Milimetro = la milésima parte del metro

Por otra parte, tenemos también a los prefijos como: deca, hecto, kilo.

. Decametro = diez veces el valor del metro
. Hectometro = cien veces el valor del metro
. Kildmetro = mil veces el valor del metro

Sistema Cegesimal o CGS

Después del sistema métrico decimal, y con el avance de la Fisica en el siglo XVIII, se
realiz6 el Congreso Internacional de los Electricistas, donde nuevamente se llevd a cabo
en Paris, Francia. Después de grandes acuerdos en el congreso internacional y liderado
por el fisico aleman Karl Gauss, se propuso el Sistema Cegesimal o también conocido
por sus siglas CGS, en dicho sistema se establece la longitud para el centimetro, la masa
para el gramo y el segundo para el tiempo.
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Cabe mencionar que en ese tiempo donde la fisica empezaba a tener grandes avances
historicos, ya se tenia claro que el peso y la masa eran dos magnitudes muy diferentes,
pues ya habia estudio sobre las leyes de Newton y sobre la gravitacion universal.

Sistema MKS

Pasaron cerca de 50 afios, para que el Congreso Internacional de los Electricistas se
llevara a cabo en Bruselas, Bélgica, en donde un ingeniero Italiano de nombre Giovanni
Giorgi propone su sistema MKS cuyas iniciales son (Metro - Kilogramo - Segundo).

Sistema Internacional de Unidades (SI)

El avance de la ciencia era evidente para el siglo XIX, y no hace muchos afos en la ciudad
de Ginebra, Suiza. Pero era necesario actualizar las unidades de medida, es por ello que
surge el Sistema Internacional de Unidades(Sl), este sistema tiene su esenciay base en
el sistema MKS, solo que a excepcidon del MKS este sistema establece siete magnitudes
fundamentales.

. Longitud — Metro

. Masa — Kilogramo

. Tiempo — Segundo

. Temperatura — Kelvin

. Intensidad de Corriente Eléctrica — Ampere
. Intensidad Luminosa — Candela

. Cantidad de Sustancia — Mol

PREFIJOS UTILIZADOS PARA EL SISTEMA INTERNACIONAL

Prefijo Simbolo Valor Equivalencia en Unidades
exa E 1x10% trillon
peta P 1x10% mil billones
tera T 1x10%¢ hillon
giga G 1x107 mil millones
mega M 1x 108 millén
kilo K 1x10° il
hecto h 1x10? cien
deca da 1x10 diez
unidad 1 1 uno
deci d 1x10* décima
centi C 1x102 centésima
mili m 1x103 milésima
micro M 1x10° millonésima
nano n 1x10% mil millonésimas
pico n 1x 102 billonésima
femto f 1x10% mil billonésimas
atto a 1x 108 trillonésima
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Magnitudes Derivadas

Las magnitudes derivadas son aquellas magnitudes que se pueden obtener a partir
de otras magnitudes fisicas, es muy comun obtener magnitudes derivadas al multiplicar
o dividir las magnitudes fundamentales. Veamos un ejemplo muy sencillo:

Longitud/Tiempo = m/s — (metro / segundo)

Obtenemos la velocidad a través la longitud y el tiempo, es decir a partir de las magnitudes
fundamentales.

Y asi podemos encontrarnos con varias magnitudes derivadas, tales como la aceleracion,
fuerza, trabajo, energia, presion, potencia, densidad, etc. En la siguiente imagen, se
puede observar mucho mejor.

Magnitud SI CGS Inglés
Longitud metro (m) centimetro (cm) Pie
Masa kilogramo (kg) gramo (g) libra (Ib)
Tiempo segundo (s) segundo (s) segundo (s)
Area o Superficie m? cm? pie?
Volumen m? cm? pie?
Velocidad m/s cm/s pie/s
Aceleracion m/s? cm/s? pie/fs?
Fuerza kg m/s’= Newton gcm/s?=dina libra pie/s? = Poundal
Trabajo y Energia (N)(m) = Joule (dina)(cm) = ergio (poundal)(pie)
Presion N/m?= Pascal dina/cm? = baria poundal/pie?
Potencia joules/s = watt ergio/s (poundal)(pie)/s

5.2.- CONVERSION DE UNIDADES

La conversidon de unidades es la transformacién del valor numérico de una magnitud
fisica, expresado en una cierta unidad de medida, en otro valor numérico equivalente y
expresado en otra unidad de medida de la misma naturaleza. Este proceso suele
realizarse con el uso de los factores de conversion y las tablas de conversién de unidades.
Frecuentemente basta multiplicar por una fraccion (factor de una conversion) y el
resultado es otra medida equivalente, en la que han cambiado las unidades. Cuando el
cambio de unidades implica la transformacion de varias unidades, se pueden utilizar
varios factores de conversion uno tras otro, de forma que el resultado final sera la medida
equivalente en las unidades que buscamos.
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Tablas de Conversion de Unidades

UNIDADES FUNDAMENTALES DE LONGITUD.

UNIDADES EQUIVALENCIA
1 Pulgada (in) 2.54 cm, 0.083 ft, 0.027 yd

1 Pie (ft) 0.3048 m, 121in, 0.333 yd

1 Yarda (yd) 0.914 m, 36in, 3 ft

1 Milla (mi) 1609.344 m, 5280 ft, 63360 in

1 Metro (m) 39.369 in, 3.280 ft, 1.093 yd, 100 cm, 1000 mm
1 Kilometro (km) 1000 m
1 Centimetro (cm) 10 mm
1 Milimetro (mm) 0.001 m

UNIDADES FUNDAMENTALES DE MASA.
UNIDADES EQUIVALENCIA
1 Kilogramo 1000 g, 35.273 0z, 2.204 Ib
1 Onza 28.349 g, 0.0625 Ib
1 Libra 453.592 g, 0.453 kg, 16 oz
1 Tonelada 1000 000 g, 1000 kg, 2204.623 Ib, 35273.96 oz
UNIDADES FUNDAMENTALES DE TIEMPO.
UNIDADES EQUIVALENCIA
1 Ano 365 dias, 8760 horas, 525600 minutos
1 Hora 60 minutos, 3600 segundos
1 Minuto 60 segundos
UNIDADES FUNDAMENTALES DE AREA.
UNIDADES EQUIVALENCIA
1 Pie cuadrado (ft?) 929.0304 cm?, 0.092 m?, 144 in?, 0.111 yd?
8361.274 cm?, 0.836 m?2, 1296 in?, 9 ft?

1 Yarda cuadrado (yd?)

10 000 cm?, 10.763 ft?, 1550.003 in?, 1.195 yd?

1 Metro cuadrado (m?)
1 Centimetro cuadrado (cm?)

0.0001 m?, 0.0010 ft2, 0.1550 in?, 0.00011 yd?
6.4516 2, 0.000645 m?, 0.00694 ft2, 0.000771 yd?

1 Pulgada Cuadrada (in?)
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5.2.1 Factores de conversioén

El factor de conversion o factor unidad (método de Walshaw de la unidad sin dimensiones)
es un método de conversion que se basa en multiplicar por una o varias fracciones en las
que el numerador y el denominador son cantidades iguales expresadas en unidades de
medida distintas, de tal manera, que cada fraccidon equivale a la unidad. Es un método
muy efectivo para cambio de unidades y resolucion de ejercicios sencillos dejando de
utilizar la regla de tres.

Ejemplo 1. Convierta 4 km a metros

Solucién: Lo primero que haremos sera analizar cuantos metros caben en 1 kilometro, y
si observamos la tabla, vemos que cabe exactamente 1 000 metros, entonces aplicamos
nuestro factor de conversion de tal manera que quede expresado de la siguiente
manera:

4lem (1000m

) = 4000m

Observe algo importante, siempre que se usa un factor de conversion, se intenta qué las
unidades queden arriba o abajo, de tal manera que se pueda eliminar. Por ejemplo, vea

la siguiente imagen.
7%(1000@) 7000
— | = m
1;3

Ejemplo 2. Convierta 7 pies am

Solucién: Para convertir 7 pies a metros, necesitamos verificar nuestra tabla, y observar
el factor de conversion que utilizaremos. En este caso seria; 1 metro = 3.28 pies (ft)

1
Tpies ( ) =2.134
3.28pies

Veamos el mismo ejemplo de forma grafica (para darnos cuenta como se simplifican las
unidades de medida).

79%(@') = 2.134m
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Ejemplo 3. Convierta 13 km/h a m/s

Solucion: En este caso tenemos velocidad en unidades de longitud y tiempo, para ello
veamos los recursos que tenemos para identificar los factores de conversién posibles.
Sabemos que:

1km=1000 m 1 hr =60 min Tmin=60s

Con estos datos podemos obtener la conversion. Aqui veamos la solucién mas clara, en
caso que tengas dudas:

km (1000m’ 1\ [1mif m
13 — ) =3.61—
h 1k 60min 60s s

Ejemplo 4. Convierta 7 galones a centimetros cubicos

Solucién: En este caso, necesitamos observar si hay alguna relacién directa con el factor
de conversion con galones y centimetros cubicos, pero vemos qué no hay (en nuestra
tabla), entonces tenemos que guiarnos con algo que nos pueda ayudar a relacionar
dichas medidas, por ejemplo. Sabemos que: 1 Galon = 3.785 litros y 1 Litro = 1000 cm?.
Con estos datos, podemos obtener la respuesta. Entonces colocamos.

3.7851, ,1000cm?
) (T) = 26495cm3

7gal ( 1gal

Veamos mas claro la conversion:
3.78 1000"/ 3 ]
. m
7ga1'( - ( &/) — 26495cm3
gal J\ W

Ejemplo 5. Convierta 8 millas/h a m/s

Solucién: Al igual que el ejemplo 3, tenemos que relacionar los factores de conversion
disponibles para realizar nuestro calculo de manera correcta, para ello comenzamos con
utilizar:

1 milla = 1.609 km 1 hr=60 min

1 km =1000 m 1 min=60s

Ahora si podemos realizar la conversion. Para observar la conversion, veamos la imagen:
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T ”

nu.Hu'.s' 1.609km\ /10004 1h 1min t
8 - = : = 3.57—
h Imilla 1km 60min 60s s

Ejercicios Propuestos

a. Convierta 6 km a pies
b. Convierta 5 millas/h a m/s
c. Convierta 96500 cm3min a gal/s

5.3.- DEFINICION DE VECTORES

Un vector puede considerarse como una flecha que conecta dos puntos AY B en el plano
o en el espacio. La cola de la flecha se llama punto inicial y la punta de la flecha se
denomina punto final (véase figura 1).

A

Figura 1.- Un vector del punto inicial A al punto final B.

En matematicas e ingenieria un escalar es simplemente un numero real y se representa
mediante una letra minuscula a,m, n etc. Los escalares se usan para representar
magnitudes y pueden tener unidades especificas asociadas. En fisica, un vector (también
llamado vector euclidiano o vector geométrico) es una magnitud fisica definida en un
sistema de referencia (x,y en R? o x,y,z en R3) que se caracteriza por tener 3
caracteristicas: magnitud (o longitud), direccion (u orientacién) y sentido.

Figura 2.- Vector v, magnitud AB=5, direccion 6=
AB=5 36.872y sentido (+ positivo).
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Ejercicio 6.- Calcule la magnitud, direccion del siguiente vector: v = (4,3). La magnitud del
vector 4B = v, se puede calcular aplicando el teorema de Pitagoras.

Figura 3.- Representacion del vector v, y los
catetos respectivos de este triangulo.

¢ = Va2 + b2

Teorema de Pitagoras:
c=AB=+v4+32=+25=5

Doénde: a=4 y b=3 (véase la figura 3)
También se puede representar la magnitud del vector v de la siguiente manera:

|4B| = |v| =5 .

La direccion o angulo del vector se puede calcular con la siguiente funcion trigopnométrica:

cateto opuesto

cateto adyacente

tan a=

Nota: se utiliza la funcion trigonométrica tangente ya que la funcién seno y la funcién
coseno dependen directamente de la hipotenusa y esta ultima es desconocida por lo que

se calcula para obtener la magnitud del vector

Figura 4.- Angulo Alfa a en el vértice A del triangulo ABD.
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Dénde: Cateto opuesto=b Cateto adyacente=a

3
cateto opuesto  _° _ ¢

tan a=
cateto 4

adyacente

tan a= 0.75
a= tan—1(0.75) = 36.869°
a= 36.869°

5.3.1 Propiedades de los vectores

Definicidon de términos

Magnitudes: Magnitud es una cantidad formada por dos partes, una cuantitativa (un
numero) y otra cualitativa (la unidad, o la direccién o sentido), por ejemplo: 3 km, 60 km/hr.
Este concepto es muy importante pues de ahora en adelante, siempre que escribas un
numero deberas agregarle la unidad ya que en fisica unicamente trabajamos con

magnitudes.

Variables: La variable es la letra que representa a una “magnitud”, por ejemplo 3 km es
una distancia y lo representa la variable d, 2 h es tiempo y se representa con la variable
t, etc. Las magnitudes fisicas se clasifican en dos grandes grupos: Vectores y Escalares.

El tema de VECTORES es otro de repaso de matematica del que se necesita un
conocimiento previo para entender algunos aspectos de Fisica.

En este tema principalmente se pretende ayudarle a usar el razonamiento abstracto (la
capacidad de imaginar cosas y sacar conclusiones) y el pensamiento geoespacial (la
capacidad de imaginar que esta en cierto lugar que se mueve respecto a otro) que son
muy utiles en la vida para interpretar problemas, mapas, etc.

De la induccion didactica (experimento que realizé con su docente) de este tema, pudo
notar que en el | experimento (el del compafiero a quien le taparon los 0jos) era necesario
darle dos tipos de informacion:

A) ¢ Cuanto se mueve? (un numero).
B) ¢ Hacia donde se mueve? (direccion).
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Lo anterior nos hace concluir que hay dos tipos de cantidades, como se vera:

1) Escalares: Las cantidades definidas completamente por una magnitud, se denominan
“Escalares”, por ejemplo:

Hay un litro de leche

Han pasado 5 minutos

Hay 27 grados centigrados de temperatura

Tengo 3 kg de carne

Recuerde: Magnitud es una cantidad numérica con su correspondiente unidad.
Este concepto es muy importante pues de ahora en adelante, siempre que escribas un
numero deberas agregarle la unidad ya que en fisica unicamente trabajamos con
magnitudes.

2)Vectores: Las cantidades que requieren ademas de su magnitud (su valor numérico y
unidad), una direccion o un sentido, para poder definirlas completamente se denominan
“vectores”. Basicamente un vector es una magnitud con direccién o sentido. La direccién
se refiere al angulo, el sentido es la orientacién respecto a una referencia (izquierda,
derecha, norte, Sureste, etc).

Ejemplo 7:

—  hay 4cm de altura.

—  tiene una velocidad de 40km/h hacia arriba y 60 km/h hacia abajo.

—  hace una fuerza 40N hacia la pared.

— 40 N a 452 al Noroeste. Aqui en este vector se define el tamafno (40 N), la
direccion (459) y el sentido (Noroeste)

— 40 N a 1352 En este vector solo se define su tamafio (40 N) y su direccidon
absoluta usando como referencia los ejes de coordenadas cartesianas (1359).

Note que en el caso de vectores la cantidad siempre lleva la direccion.

Cuando una cantidad es un vector generalmente se representa mediante una flecha
sobre la variable que lo denota, ojo no sobre el numero, ejemplo:

4m . .
a= hacia arriba
<2
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O bien otro ejemplo: F =50N hacia la pared

Existen dos tipos de magnitudes en Fisica, las magnitudes escalares y las magnitudes
vectoriales,

Magnitud Escalar. La magnitud escalar es aquella magnitud que no posee direccion, ni
sentido, es decir, aquellas magnitudes que solamente se expresa en una cantidad y
unidad de medida, por ejemplo: la masa, el volumen, la temperatura, entre otros.

Magnitud Vectorial. Por otro lado, tenemos las magnitudes vectoriales, que, a diferencia
de las escalares, éstas si poseen direccion y sentido, ademas de un punto de aplicacién.
Podemos citar algunos ejemplos como la velocidad, la aceleracién, la fuerza, el
desplazamiento, etc. Es muy diferente a lo que una cantidad escalar representa.

Caracteristicas de un Vector. Esto de aqui abajo es un vector, algunos les llaman “vector
libre”, ya que dicho vector no esta actuando en algun punto de aplicacién:

Para que un vector exista, debe poseer ciertas caracteristicas. Aqui vemos que
caracteristicas debe de tener.

Sentido

Magnitud___,__...-..,..... |

Direccién

Magnitud. La magnitud en un vector indica el valor numérico del vector a través de una
unidad de medida.

Direccion. Por lo general los vectores poseen una direccion, y pueden representarse

mediante un plano cartesiano rectangular, entre cuatro cuadrantes y con la division de
90° cada uno, el lado positivo comienza a partir del eje “x”.
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Sentido. Para representar el sentido en un vector, se le asigna una punta de flecha e
indica hacia donde se dirige dicho vector, donde libremente puede ser hacia arriba, abajo,
derecha, e izquierda. Algunos autores consideran que el “Punto de Aplicacion” tiene que
ser una caracteristica mas del vector, lo podemos considerar, pero es logico qué donde
haya un vector tiene que existir también el punto de aplicacién, al menos para los
ejercicios y ejemplos que abordamos.

Tipos de Vectores

A pesar de que un vector es un vector (en definicidn), existen algunos tipos de vectores
gue iremos viendo, pero que es necesario mencionarlos para entender mejor el tema.

Vectores Coplanares. Los vectores coplanares, son aquellos vectores que estan sobre
el mismo plano, en dos ejes. Por ejemplo:

=Tt

=y

Vectores No Coplanares. Como su nombre lo dice, los vectores no coplanares son
aquellos vectores que no estan en el mismo plano, tal como se ilustra en la imagen:

2
/:'
b
Vectores Libres. Son aquellos vectores que no posee un punto de aplicacion en
particular, tal como se ilustra en la imagen:
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Vectores Colineales. Son aquellos vectores que se encuentran en la misma direccion o
linea de accidn, tal como se ilustra en la imagen:

Vectores Concurrentes o Angulares. Los vectores concurrentes son aquellos vectores
que se cruzan en algun punto sobre la misma direccion o linea de accién, y asumen
también el nombre de vectores angulares que son aquellos que forman un angulo entre
ellos. tal como se ilustra en la imagen:

=18

-1
L=

Propiedades de un vector

a) lgualdad de dos vectores. Se dice que dos vectores son iguales siempre y cuando
su magnitud, direccion y sentido también sean iguales.

r 3 }J’

[aT8
\
2
\
v

X

i/
Los tres vectores son iguales, tienen la misma magnitud, direccion y sentido, en lo unico
gue no son iguales es en su punto de aplicacion.

b) Suma de los Vectores. Solamente se pueden sumar dos 0 mas vectores si tienen las
mismas unidades de medida, es decir; fuerza con fuerza, aceleracién con aceleracion,
etc. Pero no se pueden sumar un vector de desplazamiento con uno de fuerza.

Asi también las magnitudes escalares no se pueden sumar si no tienen las mismas
unidades. En el siguiente articulo, veremos como sumar los vectores de manera
algebraica y grafica. Por ahora basta
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a+b

c) Negativo de un vector (Resta de vectores). Un vector es negativo si éste tiene la
misma magnitud y direccion, pero su sentido es contrario

Tomando el ejemplo anterior de la suma de vectores, intentaremos restarlos:

o i
a—>b

R
a : : .
Nota: Hemos cambiado la direccidn del vector b
d) Ley conmutativa de la adicion de vectores. Al momento de sumar los vectores, no
importa de qué forma se sumen, la resultante de dicha adicion no alterara el resultado. Es
lo mismo sumar un vector A con un vector B, que decir que un vector B esta sumandocon
un vector A.

e) Propiedad de Vectores libres. Los vectores no se modifican si éstos se trasladan
paralelamente asi mismos. Esta propiedad es importante, ya que nos permitira realizar
ejercicios de manera grafica usando métodos como (el paralelogramo, el poligono, el
triangulo).

En resumen: Las propiedades para la adicién de vectores son las siguientes:

Conmutativa A+B=B+A.

Asociativa (A+B)+C=A+(B+C).
Elemento Neutro A+0=A.

Elemento Simétrico A+(-A)=A-A=0.

Ademas de aquellos vectores que tienen la misma direccion se sumaran y los que tengan
sentidos opuestos se restaran.
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Ejemplo 8.- Aplique la ley asociativa (A + B) + C= A + (B + C) para los siguientes vectores
A=<3,3>, B=<4,5>, C=<1,3>y grafique.

(A+B)+C

(A + B)=<(3+4) + (3+5)>
(A+B)+C=(7,8)+(1,3)
<(7+1) + (8+3)> =<8,11>
(A+B)+C=<8,11>
=A+ (B +C).

A+ <(4+1) + (5+3)>

A+ (58)

(3,3) + (5,8)

<(3+5) + (3+8)>=(8,11)
=A+ (B +C)=<8,11>.

Se grafican los vectores ABy C, en el plano x,y.

Figura 5.- Representacion Grafica de los vectores A, B, y C.

Si(A+B)+C=A+(B+C)=<8,11>, entonces se procede a graficar el vector resultante.

Figura 6

Otra manera de graficar, seria uniendo puntas y colas de vectores (resolucion grafica por
el método del poligono), por ejemplo: en donde termina el vector A comienza el B y asi
sucesivamente (véase figura 7).
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5.4 ALGEBRA DE VECTORES
El algebra vectorial se origin6 del estudio de los cuaterniones (extension de los numeros
reales) 1, i, j, y k, asi como también de la geometria cartesiana promovida por Gibbs y
Heaviside, quienes se dieron cuenta de que los vectores servirian de instrumento para
representar varios fenomenos fisicos.

Geométricamente. Los vectores son representados por rectas que tienen una
orientacion, y las operaciones como suma, resta y multiplicacion por numeros reales.

Analiticamente. La descripcion de los vectores y sus operaciones es realizada con
numeros, llamados componentes. Este tipo de descripcion es resultado de una
representacion geomeétrica porque se utiliza un sistema de coordenadas.

Axiomaticamente. Se hace una descripcion de los vectores, independientemente del
sistema de coordenadas o de cualquier tipo de representacion geométrica.

El estudio de figuras en el espacio se hace a través de su representacion en un sistema de
referencia, que puede ser en una o mas dimensiones. Entre los principales sistemas se
encuentran:

— Sistema unidimensional, que se trata de una recta donde un punto (O) representa el origen

y otro punto (P) determina la escala (longitud) y el sentido de esta:
X

v

e e

o P(x)
— Sistema de coordenadas rectangulares (bidimensional), que estd compuesto por dos rectas
perpendiculares llamadas eje x y eje y, que pasan por un punto (O) origen; de esa forma el
plano queda divido en cuatro regiones llamadas cuadrantes. En este caso un punto (P) en el
plano es dado por las distancias que existen entre los ejes y P.

Y
A
Yl Plx, y)
0 X, X
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— Sistema de coordenadas polares (bidimensional). En este caso el sistema es compuesto
por un punto O (origen) que es llamado polo y una semirrecta con origen en O llamada eje
polar. En este caso el punto P del plano, con referencia al polo y al eje polar, es dado por el
angulo (©), que se forma por la distancia que existe entre el origen y el punto P.

o
4

Eje Polar

— Sistema tridimensional rectangular, formado por tres rectas perpendiculares (X, y, z) que
tienen como origen un punto O en el espacio. Se forman tres planos coordenados: xy, xz y
yz; el espacio quedara dividido en ocho regiones llamadas octantes. La referencia de un punto
P del espacio es dada por las distancias que existen entre los planos y P.

z
KN

7 O

Magnitudes. Una magnitud es una cantidad fisica que puede ser contada o medida a
través de un valor numérico, como en el caso de algunos fenémenos fisicos; sin embargo,
muchas veces es necesario poder describir esos fendmenos con otros factores que no
sean numeéricos. Por eso las magnitudes son clasificadas en dos tipos:

Magnitud escalar. Son aquellas cantidades que se definen y representan de forma
numeérica; es decir, por un moédulo junto con una unidad de medida. Por ejemplo:

a) Tiempo: 5 segundos.
b) Masa: 10 kg.

c) Volumen: 40 ml.

d) Temperatura: 40 °C.
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Magnitud vectorial. Son aquellas cantidades que son definidas y representadas por un
modulo junto con una unidad, asi como también por un sentido y direccion. Por ejemplo:

a) Velocidad: (51- 3j) m/s.

b)  Aceleracién: 13 m/s?; S 45°E.
c) Fuerza: 280 N, 120¢.

d) Peso: -407] kg-f.

Las magnitudes vectoriales son representadas graficamente por vectores.
Operaciones con vectores

Existen muchas magnitudes que tienen modulo, sentido y direccion, como aceleracion, velocidad,
desplazamiento, fuerza, entre otros. Estas son aplicadas en diversas areas de la ciencia, y para
aplicarlas se hace necesario en algunos casos realizar operaciones como suma, resta,
multiplicacion y divisiéon de vectores y escalares.

Suma y resta de vectores. La suma y resta de vectores es considerada una sola operacion
algebraica porque la resta puede ser escrita como una suma; por ejemplo, la resta de los vectores
Ay E puede expresarse como:

A-E=A+(-E)

Existen diferentes métodos para realizar la suma y resta de vectores: pueden ser graficos o
analiticos.

Métodos gréaficos. Utilizados cuando un vector posee médulo, sentido y direccion. Para ello se
trazan lineas que forman una figura que posteriormente ayudan a determinar la resultante. Entre
los mas conocidos destacan los siguientes:

Método del paralelogramo. Para hacer la suma o resta de dos vectores se elige un punto en
comun sobre el eje de coordenadas —que representara el punto de origen de los vectores—,
manteniendo su modulo, sentido y direccion. Entonces se trazan lineas paralelas a los vectores
para formar un paralelogramo. El vector resultante es la diagonal que sale desde el punto de
origen de ambos vectores hasta el vértice del paralelogramo:
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Método del triangulo. En este método los vectores se colocan uno a continuacion el otro,
manteniendo sus médulos, sentidos y direcciones. El vector resultante sera la union del origen del
primer vector con el extremo del segundo vector:

R-A+8

e
Métodos analiticos. Se pueden sumar o restar dos o mas vectores a través de un método
geomeétrico o vectorial:

Método geométrico. Cuando dos vectores forman un triangulo o paralelogramo, el m[odulo y la
direccién del vector resultante puede ser determinado usando la leyes del seno y coseno. Asi, el
modulo del vector resultante, aplicando la ley del coseno y por el método del triangulo, es dado
por:

R = VA2+ B2— 2AB * cosf

En esta formula B es el angulo opuesto al lado R, y este es igual a 1802 - ©.
En cambio, por el método del paralelogramo el modulo del vector resultante es:

R = VA2 + B2+ 2AB * cos@

La direccion del vector resultante es dada por el angulo (a), que forma la resultante con uno de
los vectores.
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Por la ley del seno, la suma o resta de vectores puede hacerse también por el método del triangulo
o paralelogramo, sabiendo que en todo triangulo los lados son proporcionales a los senos de los
angulos apuestos:

Método vectorial. Este se puede hacer de dos formas: en funcidon de sus coordenadas
rectangulares o de sus vectores bases. Se puede hacer trasladando los vectores que se van a
sumar o restar hacia el origen de coordenadas, y luego se descomponen en sus componentes
rectangulares todas las proyecciones en cada uno de los ejes para el plano (x, y) o el espacio (x,
Yy, 2); por ultimo, se suman sus componentes algebraicamente. Entonces, para el plano es:

A=A+ A,
B=B.+B,
R =[(Ax + Bo); (4, + B))]

El modulo del vector resultante es:
R = VRx2 + Ry?

Mientras que para el espacio es:

A = Ax + Ay + AZ
B=B.+B, +B,
R =[(Ax + Bo); (4, + B)); (A2 + B,)]

El modulo del vector resultante es:

R = VRxz + Ry? + Rz?

5.4.1 Leyes del algebra vectorial

Cuando se realizan sumas vectoriales se aplican varias propiedades, que son:

a) Ley Asociativa parala Suma: A+ (B+C)=(A+B)+C.
b) Exiastencia del Elemento Cero: A+0=0+A=A.

c) Existencia de los Negativos: A + (-A) = (-A) + A=0.

d) Ley Conmutativa parala Suma: A+B =B +A.

e) Ley Distributiva: m (A + B) = mA + mB.

f)  Ley Distributiva: (m + n)A = mA + nA.

g) Ley Asociativa: m(nA) = (mn)A.

h)  Multiplicacion por la Unidad: 1(A) = A.
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Multiplicacién de vectores. La multiplicacién o producto de vectores pudiera realizarse como la
suma o resta, pero al hacerlo de esa forma pierde el significado fisico y casi hunca se encuentra
dentro de las aplicaciones. Por eso, generalmente los tipos de productos mas utilizados son el
producto escalar y vectorial.

Ejemplo 9.- Aplique la Ley asociativa m(nA) = (mn)A. para el vector A=<2,2> vy los
escalares m=1, n=3.

m(nA) = 1<3(2,2)> = 1<6,6> = <6,6>
(M)A = (1*3)(2,2) = 3(2,2) = <6,6>

5.5 PRODUCTO PUNTO DE DOS VECTORES.

Producto escalar. Es conocido también como producto punto de dos vectores. Cuando se
multiplican los médulos de dos vectores por el coseno del angulo menor que se forma entre estos
se obtiene un escalar. Para expresar un producto escalar entre dos vectores se coloca un punto
entre estos, y este puede definirse como:

A.B = AB * cosf
El valor del angulo que existe entre los dos vectores va a depender de si estos son paralelos o
perpendiculares; asi, se tiene que:

- Si los vectores son paralelos y tienen el mismo sentido, coseno 02 = 1.
- Si los vectores son paralelos y tienen sentidos opuestos, coseno 1802 = -1.
- Si los vectores son perpendiculares, coseno 90¢ = 0.

Ese angulo también puede ser calculado sabiendo que:
A.B = AB * cosf
A.B=A.B. +A,B, + A,B,
Al igualar las ecuaciones se tiene que:

AB * cosO = A:Bx + A,B, + A,B,

p ABx + ABy + A,B,
cos@ = AB
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El producto escalar tiene las siguientes propiedades:

- Propiedad conmutativa: el orden de los vectores no altera el escalar.
- Propiedad distributiva: si se multiplica un escalar por la suma de dos vectores, es igual
a la multiplicacion del escalar por cada vector.

Producto vectorial. La multiplicacion vectorial, o producto cruz de dos vectores Ay B, dara como
resultado un nuevo vector C y se expresa utilizando una cruz entre los vectores:

>

AxB =C
El nuevo vector tendra sus propias caracteristicas. De esa manera:

- La direccion: este nuevo vector sera perpendicular al plano, que es determinado por
los vectores originales.

- El sentido: este se determina con la regla de la mano derecha, donde se gira el vector
A hacia el B sefalando el sentido de la rotacién con los dedos, y con el pulgar se
marca el sentido del vector.

- El médulo: es determinado por la multiplicacion de los médulos de los vectores AxB,
por el seno del angulo menor que existe entre estos vectores. Se expresa:

C = AB * senf

El valor del dngulo que existe entre los dos vectores va a depender de si estos son paralelos o
perpendiculares. Entonces, es posible afirmar lo siguiente:

- Si los vectores son paralelos y tienen el mismo sentido, seno 02 = 0.
- Si los vectores son paralelos y tienen sentidos opuestos, seno 1802 = 0.
- Si los vectores son perpendiculares, seno 902 = 1.

Cuando un producto vectorial es expresado en funcion de sus vectores bases, se tiene que:
AxB = € = (AyB, — A,By)é+ (A,Bx — AB.)j + (AxB, — AyB)R
El producto escalar tiene las siguientes propiedades:
- No es conmutativo: el orden de los vectores altera el escalar.

- Propiedad distributiva: si se multiplica un escalar por la suma de dos vectores, es igual
a la multiplicacion del escalar por cada vector.
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En el plano x, y o espacio dimensional R2, el producto punto de dos vectores a=<a1,a2>
y b=<b1,b2> es: asb= aib1 + azb2

Mientras que en un espacio tridimensional R?3 el producto punto de dos vectores
a=<al,a2,a3>,y b=<b1,b2,b3> es: asb= aib1 + azb2+ asbs

Ejemplo 10: El vector a=<2.5, 3.4> y el vector b=<2,2> se encuentran en el plano, calcule
el producto punto de estos dos vectores y grafique.

asb=aib1 + azb2
asb=<2.5¢2 + 3.4¢2>=<5 +6.8>=11.8

Jeaials = Vst Grddcn

1

a Qs

Figura 8.- Gréfica de los vectores a y b y el producto punto de estos dos. o

2.6 VECTORES EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL

Un vector a en el espacio en 3 dimensiones es cualquier triada ordenada de numeros
reales: a=<a1, a2, as> Donde a1, a2, y a3 son las componentes del vector. El vector

posicion de un punto P1<x1, y1, z1> en el espacio tridimensional es el vector OP =<

X1,y1,Z1>, cuyo punto inicial es el origen O y cuyo punto final es P, véase la figura 9.

Pl‘.\‘]. "l'l- -—l )
o

X
Figura 9.- Representacion del vector en 3D.
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Ejemplo 11.- El vector a=<2.5, 3.4, 1.2>y el vector b=<2, 2, 2> se encuentran en el plano,
calcule el producto punto de estos dos vectores y grafique.

asb=aib1 + azb2+ asbs
asb=<2.52 + 3,42 +1.2:2>=<5+6.8 + 2.4>=14.2

» Vista Algebraic ~ Vista Grafica 30
Namero RCy v - v v
c=14.2
Texto

® textol =

® texto2

Vector

(=)

u

I
r—

MRR W
i N Ea;,

®
o
Il
—

Figura 10.- Gréfica de los vectores a, by c y el producto punto.

5.6.1 Vectores unitarios (i, j, k).

De igual manera, cualquier vector a = <a1, a2, a3 > en el espacio tridimensional se puede
expresar como una combinacion lineal de los vectores unitarios (véase figura 10).

i=<1,0,0>]=<0,1,0>k=<0,0,1>.

Figura 131.- Representacion de los vectores unitarios i, j, k.
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2.7 PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES (PRODUCTO VECTORIAL).

El producto cruz de dos vectores a = <ai, a2, as> y b = <bi, b2, b3> el vector:

>

a X b

Esta representacion, a su vez sugiere que es posible escribir el producto cruz como un
determinante de 3 x 3:

ik
a X b=|at a2 a3| = (azbz — azb2)i — (a1hs — azb1)j + (aibz — azb1)k
b1 bz b3

Ejemplo 12.- El vector a=<2.5, 3.4, 1.2>y el vector b=<2, 2, 2> se encuentran en el plano,
calcule el producto cruz de estos dos vectores y grafique.

ik
a X b=|25 34 1.2
2 2 2

=((34%2) —(1.2%2)i— ((25%2) — (1.2%2))j + ((25%2) — (34 * 2))k
a X b= (44)i— (2.6)j — (1.8)k

Figura 12.- Representacion del producto cruz de los vectores ay b, en un espacio R®

Problemas Propuestos

a) Convertir la siguiente cantidad de energia de 8.5 Kg:m?/s2 a Ib+ft2/s2.
b) Una fuerza dada 6 |b-ft/s? convertirla a Kg-m/s2.
¢) Una velocidad de 15 mi/h convertirla a m/s.
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